
Partial displacement, energetické spliny

Stručný návod na cvičeńı.

1 Energetické spliny

Energetický spline, nazývaný také anglickým termı́nem “snake”, je často použ́ıvaný v oblasti poč́ı-
tačové grafiky [3]. Pro potřeby kartografické generalizace byla definice splinu upravena. Operátor
partial modification je reprezentován parametrickou křivkou

d(s) = (x(s)− x(0)(s), y(s)− y(0)(s)),

kde x(0), y(0) představuj́ı souřadnice p̊uvodńıho (vstupńıho) prvku, x, y souřadnice generalizovaného
(výstupńıho) prvku, a s je parametr, s ∈ ⟨0, 1⟩. Př́ıslušný energetický model pro křivku L s délkou
l má tvar

E(d) =

∫
l
Ei(s)ds+

∫
l
Ee(s)ds,

zahrnuje vnitřńı energii splinu Ei (internal energy) a vněǰśı energii Ee (external energy), které
ovlivňuj́ı tvar splinu. Ćılem metody je nalézt takovou z mnoha možných deformaćı, která mini-
malizuje celkovou energii splinu. Výsledný spline zauj́ımá rovnovážnou polohu, která zohledňuje
jak vnitřńı energii (tj. mechanické vlastnosti materiálu), tak i p̊usobeńı vněǰśıch sil. Vnitřńı en-
ergie splinu zajǐst’uje, aby tento nemohl být nepřirozeně modifikován vněǰśımi silami. Situace je
znázorněna obr. 1.

Vnitřńı energie Vnitřńı energie splinu definovaná vztahem [1]

Ei(s) =
1

2

(
α(s) ∥d(s)∥2 + β(s)

∥∥∥∥∂d(s)∂s

∥∥∥∥2 + γ(s)

∥∥∥∥∂2d(s)

∂s2

∥∥∥∥2
)
,

ovlivňuje pr̊uběh splinu a jeho tvar. Prvńı člen měř́ı vzdálenost splinu od p̊uvodńıho elementu, druhý
napět́ı (elasticitu) splinu, posledńı pak tuhost (křivost) splinu. Vliv těchto faktor̊u je modelován s
využit́ım trojice parametr̊u α(s), β(s), γ(s) ∈ R+. Spline tedy může v́ıce či méně sledovat p̊uvodńı
prvek, v́ıce či méně koṕırovat jeho tvar, [3], [2]. Ukázku vlivu těchto parametr̊u vid́ıme na obr. 2.

Vněǰśı energie. Vněǰśı energie ř́ıd́ı deformaci splinu zp̊usobenou vněǰśımi silami. Energetická
funkce popisuj́ıćı silový model může mı́t mnoho podob. Z matematického pohledu by měla být
spojitá v bodě, diferencovatelná a mı́t jednoduchý pr̊uběh bez zbytečných oscilaćı. jej́ı minimum
je bĺızko svislé osy bufferu. Rozhoduj́ıćı faktory ovlivňuj́ıćı mı́ru deformace představuj́ı gradient
(strmost) a omezenost funkce shora. Č́ım větš́ı jsou funkčńı hodnoty, t́ım silněǰśı je jejich vliv
na deformaci tvaru. Existuje mnoho zp̊usob̊u, jak navrhnout přidruženou energetickou funkci. Z
pohledu kartografické generalizace, jej́ıž ćılem je realizace generalizačńı operace partial diplacement,
při které se snaž́ıme nepřibĺıžit se k jinému prvku na vzdálenost menš́ı než d, viz kap. 2.
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Figure 1: Ukázka formováńı tvaru energetického splinu vlivem vněǰśı energie.

Mininalizace celkové energie. Požadavek minimalizace celkové energie splinu

E(d(s)) =

∫
l
F (s, d(s), d′(s), d′′(s))ds,

vede k využit́ı Eulerovy-Lagrangovy rovnice

∂F

∂y
− ∂

∂x

∂F

∂y′
+

∂2

∂x2
∂F

∂y′′
− ...+ (−1)n

∂n

∂xn
∂F

∂yn
= 0.

Jeho aplikaćı na E(d) obdrž́ıme

∂F

∂y
= α(s)d(s) +∇Ee(x(s), y(s)),

∂

∂x

∂F

∂y′
=

∂

∂s

(
β(s)

∂d(s)

∂s

)
= β(s)

∂d2(s)

∂s2
,

∂2

∂x2
∂F

∂y′′
=

∂2

∂x2

(
γ(s)

∂2d(s)

∂s2

)
= γ(s)

∂d4(s)

∂s4
,

optimálńı řešeńı má tvar

α(s)d(s) + β(s)
∂d2(s)

∂s2
− γ(s)

∂d4(s)

∂s4
+∇Ee(x(s), y(s)) = 0.

Rozepsáńım po složkách dostaneme soustavu dvou parciálńıch diferenciálńıch rovnic

α(s)dx(s) + β(s)
∂d2x(s)

∂s2
− γ(s)

∂d4x(s)

∂s4
+

∂

∂x
Ee(x(s), y(s)) = 0,

α(s)dy(s) + β(s)
∂d2y(s)

∂s2
− γ(s)

∂d4y(s)

∂s4
+

∂

∂y
Ee(x(s), y(s)) = 0.

Pokud hodnoty α(s), β(s), γ(s) budeme považovat za konstantńı, což je vzhledem k ekvidistantńımu
kroku h očekávatelné, źıskáme Eulerovy rovnice ve tvaru

αx+ β
∂2x

∂s2
− γ

∂4x

∂s4
+

∂

∂x
Ee(x(s), y(s)) = 0,

αy + β
∂2y

∂s2
− γ

∂4y

∂s4
+

∂

∂y
Ee(x(s), y(s)) = 0.
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Figure 2: Vliv parametr̊u β, γ na pr̊uběh splinu.

Diskrétńı řešeńı. Pokud je spline vzorkován s konstantńım krokem h, lze použ́ıt také jeho diskrétńı
aproximaci, která je pro praktické výpočty vhodněǰśı. Parciálńı derivace lze nahradit centrálńımi
diferencemi

∂2xi
∂s2

=
1

h2
(xi−1 − 2xi + xi+1),

∂4xi
∂s4

=
1

h4
(xi−2 − 4xi−1 + 6xi − 4xi+1 + xi+2).

Po dosazeńı do Eulerových rovnic źıskáme soustavu lineárńıch rovnic

αxi + β(xi−1 − 2xi + xi+1) + γ(xi−2 − 4xi−1 + 6xi − 4xi+1 + xi+2) + Ee,x = 0,

αyi + β(yi−1 − 2yi + yi+1) + γ(yi−2 − 4yi−1 + 6yi − 4yi+1 + xi+2) + Ee,y = 0,

hodnoty Ee,x, Ee,y představuj́ı parciálńı derivace vněǰśı energie podle proměnných xi, yi. Je patrné,
že spline muśı být vzorkován alespoň pěti body pi−2, pi−1, pi, pi+1, pi+2. Př́ıslušná maticová
reprezentace má tvar

A∆X + Ee,x = 0,

A∆Y + Ee,y = 0,
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kde A je pentadiagonálńı matice

A =



a b c 0 · · · 0 0 0 0
b a b c · · · 0 0 0 0
c b a b · · · 0 0 0 0
0 c b a · · · 0 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · a b c 0
0 0 0 0 · · · b a b c
0 0 0 0 · · · c b a b
0 0 0 0 · · · 0 c b a


,

jej́ıž prvky spočteme z

a = α+
2β

h2
+

6γ

h4
, b = − β

h2
− 4γ

h4
, c =

γ

h4
. (1)

Jelikož matice A je singulárńı, hodnoty ∆X(i), ∆Y(i) nemůžeme určit př́ımo, soustavu proto řeš́ıme
iteraćı

∆X(i) = (A+ λI)−1 (λ∆X(i−1) − Ee,x), (2)

∆Y(i) = (A+ λI)−1 (λ∆Y(i−1) − Ee,y), (3)

kde

∆X(i) = X(i) −X(0),

∆Y(i) = Y(i) − Y(0),

představuj́ı souřadnicové rozd́ıly vrchol̊u splinu v i-té iteraci a počátečńı aproximace představované
lomenou čarou. Pro i = 0, plat́ı

∆X(0) = ∆Y(0) = 0.

V daľśım textu tedy rozlǐsujme index i označuj́ıćı i−tý prvek (např. xi) a index (i) označuj́ıćı
i−tou iteraci (např. X(i)). Matici A chápeme jako konstantńı v pr̊uběhu celého iteračńıho procesu.
Nezohledňujeme tak změny vzdálenosti mezi jednotlivým vrcholy polylinie, hodnota h se neměńı.

Aby bylo diskretizované řešeńı funkčńı, předpokládáme, že generalizovaná polylinie by měla mı́t
co nejhladš́ı pr̊uběh s dostatečně hustým a pokud možno konstantńım krokem vzorkováńı. Parametr
λ ovlivňuje rychlost konvergence iteračńıho procesu, větš́ı hodnoty λ vedou k “rychleǰśım” posun̊um
∆X(i),∆Y(i) vrchol̊u splinu.

2 Operace Partial Displacement

Tato generalizačńı operace, jej́ıž český ekvivalent je “částečná změna tvaru”, provád́ı komplexńı
korekci tvaru a geometrické polohy generalizovaného prvku. Zahrnuje posun a změnu tvaru takových
část́ı prvku, které se přibĺıž́ı k jinému prvku pod určitou mez danou hodnotou d. Tento generalizačńı
operátor se často použ́ıvá u prvk̊u, které se v generalizované mapě ocitnou př́ılǐs bĺızko, a může tak
doj́ıt k jejich vzájemnému grafickému konfliktu (slit́ı). Existuje několik základńıch generalizačńıch
schémat, u kterých je tato operace v praxi použ́ıvána:
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Figure 3: Energetická funkce Ee(x, y) se znázorněnými vrstevnicemi.

1. Částečná modifikace jednoho prvku

Model pevného prvku, tzv. bariéry (překážky), jehož poloha se nesmı́ měnit, generalizovaného
prvku, který je modifikovatelný.

2. Částečná modifikace obou prvk̊u

Oba prvky mohou měnit svoji polohu a tvar, žádný z nich neńı pevný.

3. Kombinace obou př́ıpad̊u

Model pevného prvku (bariéry) a generalizovaných prvk̊u. Poloha a tvar generalizovaných
prvk̊u v̊uči sobě i v̊uči překážce se mohou měnit. Alternativně model jednoho generalizovaného
prvku a v́ıce bariér, popř. částečná modifikace v́ıce prvk̊u bez bariér.

Energetická funkce. Energetická funkce

Ee(x, y) =

{
c(1− d

d), d < d,

0, jinak,
(4)

je navržena tak, aby zabránila přibĺıžeńı dvou prvk̊u na vzdálenost menš́ı než d. Vrstevnice funkce
jsou znázorněny na obr. x. Z kartografického pohledu můžeme d chápat jako minimálńı vzdálenost
prvk̊u, při které nedojde k jejich grafickému slit́ı v měř́ıtku generalizované mapy. Vzdálenost je
měřena mezi vrcholy pi jednoho prvku a liniovými segmenty druhého prvku. Konstanta c,c ∈ R+,
ovlivňuje hodnotu gradientu, a reguluje “spád” funkce. Jinak řečeno, ovliňuje mı́ru, jakou tento člen
přisṕıvá do tvaru splinu. Iterativńı řešeńı diskretizované varianty splinu využ́ıvá parciálńı derivace
Ee(x, y) dle x, y. Pokud pro d < d funkci přeṕı̌seme do tvaru

Ee(x, y) = c(1−
√
(x− xn)2 + (y − yn)2

d
),

kde qn = [xn, yn] je nejbližš́ı vrchol k vrcholu p = [x, y], parciálńı derivace maj́ı tvar

∂Ee(x, y)

∂x
= −c

x− xn
dd

,

∂Ee(x, y)

∂y
= −c

y − yn
dd

.
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Figure 4: Částečná modifikace jednoho prvku v mı́stech, kde docháźı ke konfliktu s bariérou, poloha
bariéry se neměńı.

Pro d ≥ d, parciálńı derivace maj́ı tvar

∂Ee(x, y)

∂x
=

∂Ee(x, y)

∂y
= 0.

Změna polohy vrchol̊u splinu, ovlivňuj́ıćı tvar splinu, prob́ıhá pouze ve směru p → qn. Výsledné
posuny vrcholy vycházej́ı z požadavku vyrovnaného stavu mezi vnitřńı a vněǰśı energíı.

2.1 Částečná modifikace jednoho prvku

Tato varianta generalizace modeluje kartografickou situaci, kdy jeden z prvk̊u je pevný, a jeho
poloha ani tvar se neměńı. Generalizovaný prvek je představován polyníı L = {p1, ..., pn} s n
vrcholy pi = [xi, yi], bariéra je polylinie B = {q1, ..., qm} s m vrcholy qj = [xj , yj ]. Z širš́ıho pohledu
je bariéra chápána jako překážka, které by se měl generalizovaný prvek vyhnout. Částečná změna
tvaru a polohy jsou tedy aplikovány pouze na generalizovaný prvek. Energetická funkce

Ee(xi, yi) =

{
c(1− di

d ), di < d,

0, jinak,

tedy zohledňuje pouze vzdálenost vrchol̊u splinu pi od překážky B, tento model je reprezentován
obr. 4. Vzdálenost di je měřena mezi vrcholem pi ∈ L a nejbližš́ım bodem qn ∈ B.

di =
√

(xi − xn)2 + (yi − yn)2.
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p
(0)

=[x
(0)

, y
(0)

]

p
(1)

=[x
(1)

, y
(1)

]

p
(2)

=[x
(2)

, y
(2)

]

L=L
(0)

L
(1)

L
(2)

∆S
(1)

∆S
(2)

B

Figure 5: Iteračńı proces tvorby spline, posun vrcholu.

Pro di < d, parciálńı derivace Ee(xi, yi) maj́ı tvar

∂Ee(xi, yi)

∂xi
= −c

xi − xn
did

, (5)

∂Ee(xi, yi)

∂yi
= −c

yi − yn
did

, (6)

jinak
∂Ee(xi, yi)

∂xi
=

∂Ee(xi, yi)

∂yi
= 0.

V kartografii tuto variantu použijeme v př́ıpadě, kdy požadujeme, aby tvar a polohu měnil pouze
generalizovaný prvek. Typickým př́ıpadem je vztah silničńı śıtě a vodstva, kdy by poloha ani tvar
vodńıho toku by neměly být generalizačńı operaćı dotčeny.

Vlastńı algoritmus. V rámci předzpracováńı je provedena konverze spojové reprezentace polylinie
na reprezentaci maticovou. Generalizovaný prvek je popsán maticemi L = (X,Y ) souřadnic vrchol̊u,
kde X(n, 1) a Y (n, 1), podobně bariéra B = (X ′, Y ′), kde X ′(m, 1) a Y ′(n, 1).

1. Výpočet kroku h

Vypočteme souřadnicové rozd́ıly

δX = xi+1 − xi, δY = yi+1 − yi,

a vzdálenosti mezi vrcholy generalizované polylinie

H =
√

∥δX∥2 + ∥δY ∥2.

Výpočet normy lze realizovat s využit́ım násobeńı po složkách ∥δX∥2 = δX. ∗ δX. Výsledný
krok h urč́ıme jako středńı hodnotu H.

2. Určeńı prvk̊u matice A

Pro zadané hodnoty α, β, γ a krok h urč́ıme s využit́ım (1) hodnoty koeficient̊u a, b, c a
naplńıme matici A. Matice A je v pr̊uběhu iteračńıho procesu konstantńı. Pokud polož́ıme
B = A+ λI, můžeme si předpoč́ıtat inverzi B−1.
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3. Iteračńı proces

Položme i = 0 a inicializujeme L(0) = L, L(0) = (X(0), Y(0)), jako

X(0) = X, Y(0) = Y.

Inicializujeme posun ∆S(0) = (∆X(0),∆Y(0)), jako

∆X(0) = ∆Y(0) = 0.

Pro předem zadaný počet iteraćı (alternativně, pokud je změna vrchol̊u mezi dvěma iteracemi
menš́ı než zadaný krok), provád́ıme ńıže uvedené kroky:

(a) Vytvoř́ıme matice Ex(n, 1) a Ey(n, 1) a spočteme hodnoty jejich prvk̊u: Pro každý bod
pi ∈ L, pi = [xi, yi], nalezneme nejbližš́ı bod qn ∈ B, qn = [xn, yn], a s využit́ım (5, 6)

spočteme hodnoty parciálńıch derivaćı vněǰśı energie ∂Ee(xi,yi)
∂xi

, ∂Ee(xi,yi)
∂yi

v tomto bodě.

(b) S využit́ım (2, 3) urč́ıme hodnoty posun̊u ∆S(i)

∆S(i) = (∆X(i),∆Y(i)) =
(
B−1(λ∆X(i−1) − Ee,x), B

−1(λ∆Y(i−1) − Ee,y)
)
,

a vypočteme nové souřadnice vrchol̊u splinu

L(i) = (X(i), Y(i)) = L(0) +∆S(i) =
(
X(0) +∆X(i), Y(0) +∆Y(i)

)
.

(c) Inkrementujeme index i = i+1. Pokud i < max iters, jdi na bod a), jinak ukonči iteračńı
proces.

Následně je provedena konverze maticové reprezentace X,Y na spojový seznam vrchol̊u reprezen-
tuj́ıćıch generalizovanou polylinii. Iteračńı proces konverguje zpravidla poměrně pomalu, v praxi je
potřeba realizovat nižš́ı stovky iteraćı.

2.2 Částečná modifikace obou prvk̊u

V tomto př́ıpadě neńı ani jeden z prvk̊u chápán jako pevný, jejich vzájemná poloha a tvar se
mohou měnit. Z kartografického pohledu jsou tedy oba prvky předmětem generalizačńıho operátoru.
Prvńı prvek je představován polyníı L = {p1, ..., pn} tvořenou n vrcholy pi, druhý prvek polyliníı
L′ = {q1, ..., qm} tvořenou m vrcholy qj . Energetická funkce zohledňuje vzájemný vliv obou prvk̊u.
V praxi tedy řeš́ıme (23) pro oba prvky. Energetická funkce pro polylinii L′ má tvar

Ee(xj , yj) =

{
c(1− dj

d ), dj < d,

0, jinak,

kde dj představuje vzdálenost mezi vrcholem qj ∈ L′ a nejbližš́ıho vrcholem pn ∈ L

dj =
√
(xj − xn)2 + (yj − yn)2.

Izočáry obou energetických funkćı jsou znázorněny na obr. 5. Parciálńı derivace Ee(xj , yj) maj́ı
tvar

∂Ee(xj , yj)

∂xj
= −c

xj − xn
djd

,

∂Ee(xj , yj)

∂yj
= −c

yj − yn
djd

.
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Figure 6: Izočáry energetických funkćı Ee(xi, yi) a Ee(xj , yj).

Vrcholy obou polyliníı, pro které plat́ı di < d nebo dj < d se od sebe vzájemně posunuj́ı ve směrech
pi → qn a qj → pn. V kartografii tuto variantu použijeme v př́ıpadě, kdy požadujeme, aby se
měnil tvar i vzájemná poloha obou prvk̊u. Typickým př́ıpadem je silničńı śıt, komunikace, které
jsou v ćılovém měř́ıtku mapy př́ılǐs bĺızko se mohou graficky sĺıt. Ukázku této generalizačńı situace
nalezneme na obr. 5.

Vlastńı algoritmus. Výpočty parciálńıch derivaćı energetické funkce je nutné realizovat tak, aby
na změny polohy vrchol̊u prvńı polylinie mohla reagovat bezprostředně i polylinie druhá. Každá z
polyliníı bude mı́t také vlastńı matici A, byt’ hodnoty jejich prvk̊u budou podobné. Generalizovaný
prvek L je popsán maticemi X(n, 1) a Y (n, 1), generalizvaný prvek L′ maticemi X ′(m, 1) a Y ′(n, 1).

1. Výpočet kroku h

Vypočteme souřadnicové rozd́ıly

δX = xi+1 − xi, δY = yi+1 − yi, δX ′ = x′i+1 − x′i, δY ′ = y′i+1 − y′i,

a vzdálenosti mezi vrcholy obou generalizovaných polyliníı

H =
√
∥δX∥2 + ∥δY ∥2, H ′ =

√
∥δX ′∥2 + ∥δY ′∥2.

Výsledné kroky h, h′ urč́ıme jako středńı hodnoty prvk̊u matic H, H ′.

2. Určeńı prvk̊u matic A

Pro zadané hodnoty α, β, γ a kroky h, h′ urč́ıme s využit́ım (1) hodnoty koeficient̊u a, b,
c a naplńıme matice A, A′; obě jsou v pr̊uběhu iteračńıho procesu konstantńı. Polož́ıme
B = A+ λI, B′ = A′ + λI a předpočteme jejich inverze.

3. Iteračńı proces

Položme i = 0 a inicializujeme L(0) = L, L′
(0) = L′, kde L(0) = (X(0), Y(0)) a L

′
(0) = (X ′

(0), Y
′
(0)),

jako
X(0) = X, Y(0) = Y X ′

(0) = X ′, Y ′
(0) = Y ′.
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Figure 7: Částečná modifikace obou prvk̊u v mı́stech, kde docháźı k jejich grafickému konfliktu.

Inicializujeme posuny ∆S(0) = (∆X(0),∆Y(0)) a ∆S′
(0) = (∆X ′

(0),∆Y ′
(0)) jako

∆X(0) = ∆Y(0) = ∆X ′
(0) = ∆Y ′

(0) = 0.

Pro předem zadaný počet iteraćı provád́ıme ńıže uvedené kroky:

(a) Vytvoř́ıme matice Ex(n, 1), Ey(n, 1), E′
x(m, 1) a E′

y(m, 1) a spočteme hodnoty jejich
prvk̊u:

� Pro každý bod pi ∈ L, pi = [xi, yi], nalezneme nejbližš́ı bod qn ∈ B, qn = [xn, yn],

a s využit́ım (5, 6) spočteme hodnoty parciálńıch derivaćı vněǰśı energie ∂Ee(xi,yi)
∂xi

,
∂Ee(xi,yi)

∂yi
v tomto bodě.

� Pro každý bod qj ∈ L′, qj = [xj , yj ], nalezneme nejbližš́ı bod pn ∈ L, qn = [xn, yn]

a spočteme hodnoty parciálńıch derivaćı vněǰśı energie
∂Ee(xj ,yj)

∂xj
,

∂Ee(xj ,yj)
∂yj

v tomto

bodě.

(b) S využit́ım (2, 3) urč́ıme hodnoty posun̊u ∆S(i),

∆S(i) = (∆X(i),∆Y(i)) =
(
B−1(λ∆X(i−1) − Ee,x), B

−1(λ∆Y(i−1) − Ee,y)
)
,

posun̊u ∆S′
(i),

∆S′
(i) = (∆X ′

(i),∆Y ′
(i)) =

(
B′−1(λ∆X ′

(i−1) − E′
e,x, B

′−1(λ∆Y ′
(i−1) − E′

e,y),
)
,

a vypočteme nové souřadnice vrchol̊u splinu

L(i) = (X(i), Y(i)) = L(0) +∆S(i) =
(
X(0) +∆X(i), Y(0) +∆Y(i)

)
,

L′
(i) = (X ′

(i), Y
′
(i)) = L′

(0) +∆S′
(i) =

(
X ′

(0) +∆X ′
(i), Y

′
(0) +∆Y ′

(i)

)
.
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(c) Inkrementujeme index i = i+1. Pokud i < max iters, jdi na bod a), jinak ukonči iteračńı
proces.

Následně je provedena konverze maticové reprezentace X,Y , a X ′, Y ′ na spojové seznamy vrchol̊u
reprezentuj́ıćıch generalizované polylinie.

3 Numpy a matice (velmi stručně)

Pro efektivńı práce s maticemi v programovaćım jazyce Python je nutné mı́t instalovánu knihovnu
numpy a importovat potřebné moduly

from numpy import *

Typová nápověda pro prvek typu matice vypadá takto

A : matrix

K prvk̊um matice přistupujeme prostřednictv́ım řádkového a sloupcového indexu

A[i, j]

Počet řádk̊u a sloupc̊u matice A zjist́ıme prostřednictv́ım vlastnosti shape

m, n = A.shape

Matici s m řádky a n sloupci, jej́ıž prvky jsou nulové, vytvoř́ıme pomoćı

A = zeros((m, n))

Jednotkovou matici vytvoř́ıme prostřednictv́ım funkce identity()

I = identity(m)

Pro násobeńı matice skalárem je využ́ıván operátor *

C = 5 * A

Násobeńı dvou matic využ́ıvá operátor @

C = A @ B

Pro násobeńı matic po složkách (obdoba operátoru .* v Matlabu) je využ́ıvána funkce multiply()

C = multiply(A,B)

Operátory + a - se použ́ıvaj́ı běžným zp̊usobem. Pro transpozice matic je využ́ıvána funkce trans-
pose()

AT = transpose(A)

Výpočet inverzńı matice je realizován funkćı inv()

B = linalg.inv(A)
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