(9) Funkce vice proménnych - extrémy
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Parcialni derivace 2. fadu

Znaceni

Nechf funkce f : R? — R md v bodé a parcidlni derivaci g’; (a), g—’;(a). Pak
definujeme parcialni derivace 2. fadu jako

Ho-2(ZL) e Fo-2(L)e

Urdete 2. parcidlni derivace funkce f(x,y) = x*> + xy + y*.
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Parcialni derivace 2. fadu - priklad

Otazka

Urtete 2L jestlize f(x,y) = ¢
N

B ye¥

C x%ev

D e¥(xy+1)

|'

Otazka

Urcete %Lzax, jestlize f(x,y) = ¥
A ev

B ye?

C x%e®

D e”(xy+1)

D

A\
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Zaménnost parcidlnich derivaci 2. fadu

Véta (O zaménitelnosti parcidlnich derivaci)

Necht £ je redlnd funkce 2 proménnych, a € R?. Nechf plati, Ze
2
(1) funkce aigy je spojita v bod¢ a,

(i) funkce gly je definovand na néjakém okoli bodu a.
Potom existuji a jsou si rovny

Pf(a) _ 9f(a)
Oxdy — Oyox
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Extrémy

Necht f : R?> — R je definovand na okoli bodu a. Rekneme, Ze funkce f mé
v bodé a

o lokdini maximum, jestlize 36 > 0 takové, Ze Vx € Ps(a) plati
fx) <f(a),
® [okdlni minimum, jestlize 30 > 0 takové, Ze Vx € Ps(a) plati

fx) = f(a),
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Nutna podminka existence extrému

Véta (Nutna podminka pro lokalni extrém)

Necht funkce f : R? — R md v bod€ a € R? lokaln{ extrém. Pokud existuji

parcidlni derivace 6{9(“) o (“) , pak jsou nutné v bodé a rovny nule.

i
Poznamka

Body, kde af = a—f 0, zveme staciondrni.

\
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Piiklady

flx,y) =22+ y?
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Piiklady

fly)=e >

Kuncova



Piiklady

fry) =x+2y—4
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Piiklady

Ptiklad
fx,y) = /x> +y2

proménny



Piiklady

flxy) =x =y
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Piiklady

Priklad
@ Které z bodu A, B, C, D, E jsou (nejspiSe) kritickymi body?
@ Které z bodi B, C, D, E jsou (nejspise)

@ lokdlni maximum,
@ lokdlni minimum,
@ sedlo?

\
Zdroj : Calculus, 6th Edition; Hughes-Hallett, Gleason, McCallum et al.
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Hessova matice

Definice

Necht f : R? — R m4 v bod& a spojité 2. parcidlni derivace. Matici

@) g

Ox? OxOy
9 o
(@) Fha)

nazveme Hessovou matici funkce f v bod€ a.
Jeji determinant zveme Hessidn a zna¢ime Hy(a).

Urcete Hessidn funkce f(x,y) = x> — y?
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Postacujici podminka existence lokdlniho extrému

Véta (Postacujici podminka pro lokalni extrém)

Necht funkce f : R? — R md v bod€ a € R? spojité parcialni derivace
druhého adu d*f (a). Necht a je staciondrni bod. Pokud

(a) %—?(a) > 0aHr(a) > 0méf vbodé a lokilni minimum,

(b) %(a) < 0aH(a) >0mdf vbodé alokilni maximum,
(c) Hy(a) <0, maf vbodé a sedlovy bod.
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Piiklady

flx,y) =22+ y?
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Piiklady

Priklad
flx,y) =5 —y?




Lokalni extrém - priklad
Véta (Postacujici podminka pro lokalni extrém)

Necht funkce f : R> — R ma v bodé a € R? spojité parcidlni derivace
druhého fadu d*f(a). Necht a je stacionarni bod. Pokud

(a) %—i{(a) > 0a Hy(a) > 0maf v bodé a lokdlni minimum,
(b) %2((1) < 0aHs(a) >0maf vbodé a lokilni maximum,
(c) Hy(a) <0, médf v bodé a sedlovy bod.

| \

Priklad

Pro funkei f(x, y) plati, Ze md v bod€ a = (—2, 2) staciondrni bod. Déle
platf, e 24 (a) = 4 a Hy(a) = 8. Pak

A funkce f ma v bodé€ a lokdlni maximum,

B funkce f ma v bod¢€ a lokdlni minimum,
C funkce f ma v bodé€ a sedlo,

D o extrémech nelze nic fici.

B
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Lokalni extrémy - priklad

|

Priklad
Pro funkei f(x, y) plati, Ze md v bod€ a = (3,2) staciondrni bod. Dale plati,

ze 82’; (a) < 0aH(a) > 0. Mizeme z toho vyvodit, Ze funkce f md v bodé
a lokélni maximum?

A Ano, kdykoli je Hessidn kladny, ma funkce v a lokdlni maximum.
B Ano, muZeme.

C Ne, funkce ma v a lokalni minimum, protoze g—z(a) < 0.

D Ne, chybi nam informace o prvni derivaci.

B
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Aplikace

Priklad

Na posté€ miZete podat pouze bali¢ky, které nejsou v zddném rozméru delsi
nez 240 cm. Zaroven soucet délky, $itky a vySky nesmi byt delsi, nez 300
cm. Nejmensi mozné rozmeéry jsou pak 14x9 cm. Jaky je nejveétsi mozny
objem baliku, ktery mizete poslat v krabici (tvaru kvadru)? (Za neskladné
baliky se uctuje piiplatek.)




