
Tvar (shape):

Shape is all the 
geometrical 
information that 
remains when location, 
scaleand rotational
effects are filtered out 
from an object

David Kendall 1977

translácia

rotácia

škálovanie

Geometrická morfometrika (nová morfometrika)



Graphical representation of the four-step morphometric protocol. A: Quantify raw data 
(landmarks recorded on body of cichlid fish), B: Remove non-shape variation 
(landmarks of 412 specimens before and after GPA), C: statistical analysis (CVA) and 
graphical presentation of results. Deformation grids for mean specimen for (right) 
Eretmodus cyanostictusand (left) Spathodus erythrodon(magnified by 3X to 
emphasize shape differences). Data from Rüber and Adams, 2001.
Adams D. C. et al., 2004, Ital. J. Zool. 71: 5-16.
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Význačné body (landmarks)

Booksteinove súradnice tvaru (Bookstein shape coordinates)

Prokrustova analýza

Metóda ohybných plátov (thin plate spline)

Obrysová analýza



Význačné body(landmarks)

Význačné body I. typu predstavujú body na organizme, ktorých 
homológia medzi rôznymi jedincami toho istého taxónu 
alebo rôznych taxónov je dostatočne preukazne podporená 
na histologickej úrovni 

Význačné body II. typu sú body, ktorých homológia je podporená 
iba geometricky, nie však histologicky 

Význačné body III. typu (tzv. pseudolandmarks, semilandmarks) 
predstavujú napr. body na koncoch orgánu, štruktúry alebo 
organizmu

Geometrická morfometrika



význačné body I. typu

význačné body II. typu

MacLeod (2001)



význačné body II. typu

význačný bod III. typu

MacLeod (2001)



význačné body II. typu význačné body I. typu



Zelditch et al. (2004)

merania klasickej
morfometriky –
- vzdialenosti

truss-y – nosníky
Strauss & 
Bookstein 1982



vzdialenosti medzi všetkými homologickými bodmi 
– 120 meraní – nepraktická alternatíva

Zelditch et al. (2004)



Priame porovnanie súradníc význačných bodov pomocou 
tzv. Booksteinových súradníc tvaru (Bookstein shape 
coordinates)

Pre každý objekt s p význačnými 
bodmi, ktorých súradnice boli 
zaznamenané na ploche, získame 
2 (p – 2) hodnôt, ktoré môžeme 
ďalej hodnotiť pomocou 
mnohorozmerných metód



výpočet súradníc

bodu C v novom 
systéme koordinát

„shape coordinates“
bodu C

Zelditch et al. (2004)



pôvodné trojuholníky
(tvary)

pôvodné trojuholníky
po translácii, rotáciia 
škálovaní

superimpozícia

Zelditch et al. (2004)



pôvodné trojuholníky
(tvary)

superimpozícia

iba jednotlivé význačné
body

Zelditch et al. (2004)



Serrasalmus gouldingi
ontogenetické zmeny 
tvaru reprezentované 
vektormi vyznačujúcimi 
zmenu Booksteinových
súradníc tvaru

základná línia  
„baseline“

Zelditch et al. (2004)



porovnanie 
ontogenézy
dvoch druhov
Serrasalmus 
goulgingi
a S. elongatus

Zelditch et al. (2004)



porovnanie 
ontogenézy
druhu
Serrasalmus 
goulgingi
pri zmene 
význačných 
bodov, ktoré 
definujú 
základnú líniu 
„baseline“

Zelditch et al. (2004)



porovnanie 
ontogenézy
druhu
Serrasalmus 
goulgingi
pri zmene 
význačných 
bodov, ktoré 
definujú 
základnú líniu 
„baseline“

Zelditch et al. (2004)



porovnanie 
ontogenézy
druhu
Serrasalmus 
goulgingi
pri zmene 
význačných 
bodov, ktoré 
definujú 
základnú líniu 
„baseline“

Zelditch et al. (2004)



Prokrustova superimpozícia

Prokrustova superimpozícia 
objektov (tvarov) zahŕňa 
posun, škálovanie a rotáciu 
objektov takým spôsobom, 
aby vzdialenosti medzi 
zodpovedajúcimi význačnými 
bodmi vyjadrené sumou 
najmenších štvorcov boli čo 
najmenšie.

Všetky význačné body sú považované za rovnocenné, čím sa 
odstraňuje subjektívne váženie dvoch určitých význačných 
bodov, ako je tomu pri Booksteinových súradniciach tvaru.



Konfigura čná matica– kompletná konfigurácia význačných 
bodov

je to matica K × M – súradnice K význačných bodov v M 
rozmeroch (na M osiach)

každý z K riadkov reprezentuje súradnice jedného 
význačného bodu 

maticu môžme zapísať aj ako
vektor
X = [X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 ]
t.j.

X = [-1 –1 1 –1 0 1]

Zelditch et al. (2004)



Konfigura čný priestor – súbor potenciálnych matíc, ktorý 
popisuje všetky možné súbory konfigurácií význačných bodov 
pre K význačných bodov a M rozmerov

Konfigura čný priestor 16 × 2 je priestor všetkých možných 
konfigurácií pre 16 význačných bodov a dva rozmery

Pozícia konfiguračného priestoru je umiestnenie centroidu 
matice K × M



Centroid je m-rozmerný vektor, v prípade dvoch rozmerov 
ide o vektor, ktorého komponenty sú priemernými 
hodnotami X a Y súradníc všetkých význačných bodov

Zelditch et al. (2004)



Centroidová veľkosť trojuholníka (konfigurácie) – druhá 
odmocnina súčtu druhých mocnín L1, L2 a L3

Zelditch et al. (2004)



„Pre-shaped space“

- každá konfigurácia K význačných bodov s M súradnicami 
sa môže považovať za bod v priestore s K × M súradnicami

- niektoré konfigurácie v tomto priestore sa líšia len v 
centroidovej veľkosti, iné len v pozícii

- môžme definovať podsúbor týchto konfigurácií, kde pre 
každú maticu bude platiť, že bude centrovaná a jej 
centroidová veľkosť bude rovná 1 (translácia a škálovanie)

- v dvojrozmernom priestore tento pre-shaped space bude 
predstavovať kružnicu centrovanú v bode 0,0 o polomere 1, 
v trojrozmernom priestore pôjde o povrch gule, atď.

- pri tomto sa stráca M rozmerov centrovaním a jeden 
rozmer zafixovaním centroidovej veľkosti na hodnotu 1



„fiber“ (vlákno) na povrchu tejto dutej gule predstavuje 
konfigurácie význačných bodov ktoré sa líšia len rotáciou

Zelditch et al. (2004)



Prokrustova vzdialenosť

čiastková Prokrustova vzdialenosť

Zelditch et al. (2004)



plná Prokrustova vzdialenosť

Zelditch et al. (2004)

ρ nie je najkratšia vzdialenosť 
medzi konfiguráciami, tou je
plná Prokrustova vzdialenosť
pri referenčnom objekte 
ponecháme škálovanie na 
centroidovú veľkosť, pri 
porovnávanom objekte 
minimalizujeme vzdialenosť



Kendallov tvarový priestor (Kendall‘s shape space) –
minimalizuje sa vzdialenosť od referenčného  tvaru

B = tvar škálovaný na cos(ρ)
A = tvar škálovaný na jednotkovú centroidovú veľkosť 

Zelditch et al. (2004)



Zelditch et al. (2004)



vonkajšia hemisféra je rezom cez 
priestor centrovaných a zarovnaných 
tvarov škálovaných na jednotkovú 
centroidovú veľkosť
vnútorný kruh je rezom cez 
Kendallov tvarový priestor 
centrovaných a zarovnaných tvarov 
škálovaných na cos(ρ)

B = projekcia na Kendallov priestor
A = tvar škálovaný na jednotkovú centr. veľkosť

Zelditch et al. (2004)



Prokrustova superimpozícia metódou GLS (generalized least 
squares)

1. vycentrujemekaždú konfiguráciu význačných bodov tak, že 
odpočítame hodnoty súradníc jej centroidu od X a Y súradníc 
každého význačného bodu – posun, translácia -> súradnice 
význačných bodov teraz vyjadrujú ich odchýlku od centroidu

2. preškálujemekonfigurácie na jednotkovú centroidovú veľkosť 
tak, že vydelíme každú súradnicu každého význačného bodu 
centroidovou veľkosťou tejto konfigurácie

3. vyberieme jednu konfiguráciu ako referenčnú a potom rotujeme
ďalšie konfigurácie tak, aby sme minimalizovali sumu druhých 
mocnín odchýliek medzi homologickými význačnými bodmi



Pinoccio



Prokrustova superimpozícia

a – konsenzuálna konfigurácia 
plnou čiarou, jednotlivý objekt  
bodkovane (tečkovaně)

b – superpozícia metódou 
GLS, generalized least 
squares(rozdiely v pozícii 
zodpovedajúcich význačných 
bodov sú porovnateľné) 

c – superpozícia metódou 
rezistentného prispôsobenia 

získame maticu m × m
vzdialeností medzi m objektmi



Pinoccio efekt prítomný: A – metóda resistant fit, B – GLS metóda

lopatka veverice

Zelditch et al. (2004)



neprítomný Pinoccio efekt: A – metóda resistant fit, B – GLS metóda

Zelditch et al. (2004)


