
Metóda ohybných plátov(thin plate spline)

Táto metóda je založená na modeli deformácie nekonečného a 
nekonečne tenkého kovového plátu. Sieť súradníc (imaginárny
kovový plát) sa umiestni na referenčný objekt  a  následne sa
tvaruje  tak,  aby  sa dosiahla zhoda s  porovnávanýmobjektom. 
Rozdiely medzi objektmi vystihuje deformácia pôvodne pravouhlej
siete, resp. rovného kovového plátu. 



Zmena polohy význačných bodov na 
ploche definovanej osami x a y oproti 
referenčnému objektu sa zobrazí buď 
naklonením alebo otočením plochy 
(kovového plátu) alebo jej prehnutím – pri 
prehnutí sa zmena zobrazí pozdĺž tretej osi 
– osi x (plát už nemôže zostať plochý).
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Miera prehnutia kovového plátu sa vyjadruje množstvom energie 
potrebnej k ohybu plátu (deformačná energia, bending energy). Čím 
je deformácia plátu lokálnejšia, týmje potrebná vyššia deformačná
energia. Na rozdiel od Prokrustovej analýzy nie je možné deformačnú
energiu interpretovať ako mieru rozdielu medzi porovnávanými 
objektmi, ale skôr ako mieru lokálnosti zmien tvaru. 
menej lokálne zmeny – menej energie
lokálne zmeny – viac energie

MacLeod (2001)
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Zmenu tvaru objektu, resp. rozdiely medzi tvarmi dvoch 
objektov, je možné rozložiť na afinnú zložku (affine, linear 
transformation), kde dochádza k zmenám pozdĺž jednej z 
pravouhlých osí, pričom sa zachováva rovnobežnosť priamok         
v pôvodnej súradnicovej sieti a na neafinnú zložku (non-affine, 
non-linear transformation), kde dochádza k deformácii priamok 
súradnicovej siete. Afinná zložka zmien zahŕňa všetky 
transformácie veľkosti, rotáciu a tiež homogenickú kompresiu
alebo predĺženie tvaru v jednom smere. Deformačná energia pre 
afinnú zložku zmien je nulová, protože nedochádza k ohnutiu 
imaginárneho kovového plátu. Neafinná zložka zmien pôsobí na 
každý význačný bod iným spôsobom. 



A – translácia pozdĺž vertikálnej osi, B – translácia pozdĺž horizontálnej osi, C –
škálovanie, D – rotácia, E – kompresia/dilatácia, F – naklonenie 

Zelditch et al. (2004)



vzťahy vyjadrené pomocou vektorov

vzájomné vzťahy tvarov druhov
Stenopteryx diaphragma a Argyropelecus olfersi

vzorové dáta z programu tpsSpline (http://life.bio.sunysb.edu/morph/)

Stenopteryx diaphragma Argyropelecus olfersi



afinná zložka zmeny tvaru neafinná zložka zmeny tvaru

vzájomné vzťahy tvarov druhov
Stenopteryx diaphragma a Argyropelecus olfersi

celková zmena tvaru



vektorové vyjadrenie zmeny tvaru neafinná zložka zmeny tvaru

ontogenéza 
Serrasalmus gouldingi
celková zmena tvaru

Zelditch et al. (2004)



Na začiatku analýzy metódou ohybných plátov zvolíme referenčný
objekt. Tým môže byť mladšie ontogenetické štádium, 
predpokladaný evolučný predok alebo priemerná konfigurácia
stanovená prokrustovskou metódou. 

Z referenčného objektu vypočítame maticu deformačnej energie
(bending energy matrix) , kde p je počet význačných bodov.

táto matica je funkciou vzdialeností medzi význačnými bodmi v 
referenčnom objekte.
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Lp

1−L



Pre maticu L platí, že

kde 0 je 3 x 3 matica núl, ďalej

pričom funkcia U je definovaná

kde rij
2 je druhá mocnina vzdialeností medzi význačnými bodmi i a j



pre maticu Q platí

a kde x a y sú súradnice význačných bodov referenčného objektu



Rozkladom matice deformačnej energie získame vzájomne kolmé 
vlastné vektory nazývané parciálne deformácie (partial warps).

Parciálne deformácie sú závislé na konfigurácii referenčného objektu
– napr. vypustenie jediného význačného bodu zmení „pattern“ 
všetkých deformácií.

Analógia s PCA (ide rovnako o „eigenanalysis“) - nie je úplná, lebo tu 
pracujeme len s jedným objektom.

Hodnoty zodpovedajúcich vlastných čísel matice deformačnej energie 
sú závislé na miere lokalizácie príslušnej transformácie. Čím je 
vlastnéčíslo väčšie, tým je príslušná zmena lokalizovanejšia a 
„energeticky náročnejšia“. Prvé tri vlastné čísla majú nulovú hodnotu, 
pretože zodpovedajú afinným zmenám tvaru.
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Parciálne deformácie samé o sebe necharakterizujú zmenu, sú len 
systémom koordinát (osí), ktoré nám definujú priestor v ktorom 
analyzujeme zmeny tvaru.

Skóre parciálnych deformácií (partial warp scores) pre príslušný
objekt uvádzajú, aká je pozícia tohto objektu vo vzťahu k
referenčnému objektu pozdĺž parciálnych deformácií.

Pre každý objekt získame p – 3 hodnôt (partial warp scores) pre osi x 
a y (prípadne pre osi x, y, z u trojrozmerných objektov). Pre m 
objektov potomzískame buď m × 2 (p – 3) alebo
m × 3 (p – 3) hodnôt.
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Hlavné deformácie (principal warps) sa vzťahujú k deformovaným 
povrchom (warped surfaces, thin plate splines), sú vlastnými 
funkciami matice deformačnej energie.

Parciálne deformácie (partial warps) sú premietnutím hlavných 
deformácií na plochu definovanú súradnicami x a y – obrazne 
môžme povedať, že sú „tieňom“ hlavných deformácií na ploche 
definovanej súradnicami x a y.

Hlavné deformácie vychádzajú tak isto ako parciálne deformácie 
len z referenčného objektu.
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Ako taxonomické znaky, resp. hodnoty objektov na ordinačnom
diagrame, ktoré definujú vzťahy medzi objektmi je možné využiť
relatívne deformácie(relative warps). 

Tieto počítame z matice čiastkových deformácií veľkosti m × 2 (p
– 3) alebom × 3 (p – 3) analýzou hlavných komponentov (ktorú tu 
nazývame analýza relatívnych deformácií, relative warp analysis) 
pomocou kovariančnej matice. Hodnoty pre jednotlivé objekty na 
hlavných komponentách (relatívnych deformáciách) vyjadrujú
mieru rozdielu jejich tvaru. 

Relatívne deformácie môžme interpretovať aj ako hlavné 
komponenty distribúcie tvarov v priestore, ktorý je v tangentnej
pozícii ku Kendallovmu priestoru.
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Hodnoty parciálnych deformácií pred výpočtom relatívnych 
deformácií môžme upraviť pomocou koeficientu α :

α > 0 – väčšiu váhu majú globálne deformácie, s nižšou mierou 
energie

α < 0 – väčšiu váhu majú lokálne deformácie, s vyššou mierou 
energie

využívajú sa hodnoty z intervalu –1 do +1
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Relatívne deformácie možno počítať aj priamo z Prokrustových 
„rezíduí“ (residuals) – z vektorov spájajúcich  význačné body 
porovnávaného objektu a konsenzuálnej konfigurácie po ich 
superpozícii (suma druhých mocnín dĺžok týchto vektorov je 
približne rovná druhej mocnine Prokrustovej vzdialenosti medzi 
porovnávaným objektom a konsenzuálnou konfiguráciou v 
Kendallovom priestore).

Platí, že suma druhých mocnín skóre parciálnych deformácii sa 
rovná druhej mocnine Prokrustovej vzdialenosti od referenčného 
objektu.
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