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1. Tvorba digitalniho modelu terénu
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2. Formulace problému

Dano: MnozZina bodd P = {p1, p2, ..., pn} v RZ.

Hledame: Triangulaci T nad mnozinou P.

Definice:
Triangulace T nad mnoZinou bod( P predstavuje takové planarni rozdéleni, které vytvofi soubor
m trojuhelniki t = {t, b, ..., tn} a hran tak, aby platilo:

@ Libovoiné dva trojihelniky t,, t € T, (i # j), maji spole¢nou nejvyse hranu.
@ Sjednoceni vsech trojuhelniki t € T tvoii H(P).
@ Uvnitf Zadného trojuhelniku neleZi Zadny dalsi bod z P.

Vztah mezi po¢tem bodu n, hran ny a trojahelnikd n; v roviné pro 7

nn = 3n—3—Kk,
n = 2n—2—Kk,
k pocet bodU lezicich na H(P):
Odhad pouze funkci n
nn < 3n-—6,
n < 2n-—5.



Formulace problemul

3. Pouziti triangulaci

Aplikace triangulacni algoritmu:

®© ©6 6 6 6 6 6 6 o o o

Kartografie & GIS: tvorba digitalnich modelu terénu.
Zpracovani obrazu: segmentace, rozpoznavani vzora.
PocitaCova grafika:: vizualizace prostorovych dat ve scénach.
FEM: analyza vlastnosti a struktury materiéld, simulace.
Kartograficka generalizace: liniové prvky, displacement.
Planovani pohybu robott: motion planning.

Modelovani pfirodnich jevu: eroze.

Modelovani pohybujicich se objektl: kinematic triangulations.
Biometrie (detekce otiskl prstd, oéni sitnice).

Konstrukce dalSich geometrickych struktur («—shapes).
Teorie grafu: tvorba inicidlniho grafu (TSP).

EEEREINRIIAREIIM NGRS
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Formulace problemu

4. Rekonstrukce terénu z dat leteckého laserového
skenovani




Formulace problemu

5. Aplikace triangulaci v biometrii

Detekce otiskl prstu (Bebis et al., 2000)
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Vlastnosti triangulac:

6. PoZzadavky na triangulaci 7

Pozadavky na triangulacni algoritmus:

@ Jednoduchost algoritmu, snadné implementace.

@ Dostatecna rychlost pro velka P (n > 1E6) bodu, algoritmus
O(n - log(n)).

Mala citlivost na singularni pfipady (7 neni jednoznacnd).
Pfevod do vyssich dimenzi: 3D.

Schopnost paralelizace algoritmu.

Optimalni tvar trojuahelnikové sité.
Nékteré body v kontrastu: jednoduchost implementace x rychlost.

Triangulacni algoritmy patii mezi jedny z nejvice teoreticky rozpracovanych.

V praxi pouzivana témér vyhradné Delaunay triangulace.
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Vlastnosti triangulac:

7. Volba triangulace a jejich déleni

Pii vybéru 7 nutno zohlednit dalsi kritéria:

Tvar trojuhelniku:

Generovani pravidelnych trojuhelnikd vhodnych tvart (blizi se rovnostrannym).
Trojuhelnikova sit se musi co nejvice primykat k terénu.

Kritérium je dulezité pri tvorbé DMT.

Povinné hrany:
Schopnost vkladat povinné hrany a modifikovat tvar triangulace.
Ovlivnéni tvaru terénu, vkladani kosternich ¢ar, tj. hibetnic, tdolnic, spadnic.

Triangulace nekonvexni oblasti:
Schopnost triangulovat nekonvexni oblasti ¢i oblasti obsahujici diry.
V mapach vynechany nékteré oblasti, napf. vodni plochy, budovy.
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8. Ukazka triangulace nekonvexni oblasti obsahujici diry
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Vlastnosti triangulac:

9. Déleni triangulaci

Déleni triangulaci dle geometrické konstrukce:
@ Greedy triangulace.
Delaunay triangulace.
MWT (Minimum Weight Triangulation).
Constrained triangulace (triangulace s povinnymi hranami).

Datové zavislé triangulace.

Déleni triangulaci dle pouzitych kritérii:

@ Lokalné optimalini triangulace
Konvexni étyfuhelnik tvofeny 2 sousednimi trojuhelniky triangularizovan optimalné vzhledem k
zadanému kritériu.

@ Globalné optimalni triangulace
V8echny trojuhelniky triangulace 7~ optimalni vzhledem k zadanému kritériu.
Globalné optimalni triangulace je sou¢asné lokalné optimalni.

@ Multikriterialné optimalizované triangulace
Kombinace nékolika lokalnich ¢i globalnich kritérii.
Dlouhé vypocetni ¢asy, doposud nejsou znamy efektivni algoritmy, pouziti genetickych algoritma.
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10. Hodnoceni triangulace

Mnozina bodt P = {p1, p2, p3, pa}, pi € H, konvexni ¢tyfuhelnik.
Pak dle Eulerovy véty pro n = 4, k = 4 plati:n, = 5, n; = 2.
Dusledek: existuji dvé rizné triangulace 7 (P) a T’ (P):

T(P) = {ti(p1,p2,03), (p1,p3,p4)},  T'(P) ={t{(p1,p2,pa), ta(p2, P3, p4)}

P

e
~

w

=

O p3

Vhledem k posuzovanému kritériu je jedna z triangulaci optimalni, tj. m MRS T T E R0
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12. Lokalni/globalni kritéria

Geometricky podtext, snaha o generovani trojuhelnikd “rozumnych” tvard.

Prehled nejc¢astéji pouzivanych lokalnich kritérii:

Min/max Ghel v trojuhelniku a:: Delaunay triangulace maximalizuje minimalni Ghel.
Min/max vyska v trojuhelniku v.

Min/max polomér vepsané resp. opsané kruznice r resp. R.

Min/max plocha trojuhelniku S.

Uhel mezi normalami sousednich trojuhelnikl: pouzivano u 2.5D triangulaci

Prehled nejc¢astéji pouzivanych globalnich kritérii:

Suma délek stran:
Minimalizace celkovou délky hran h; triangulace 7 (P)

np
E hi = min.
i=1

MWT (Minimum Weight Triangulation), NP problém.

Pfiblizné feSeni: genetické algoritmy, Greedy triangulace.

Povinné hrany:

Pfedem definované hrany uvnitf triangulace, tzv. Constrained Triangulation.
T (P) neni lokalné optimalni.

Zadani charakteristickych hran terénnich tvard, lepsi aproximace terénu.



13. MIN/MAX strategie, uhel v trojuhelniku

Vrcholy konvexniho 4-Ghelniku P = {p;, Pj» Pk > o}

T(P) = {ti(pi, i y), i (P, i )Y, T (P) = {t{(pi, Prs ) (1, 7, i) }-
Odstranéni trojuhelnikl s pfili§ ostrymi/tupymi Ghly = tvarové nevhodné.
Min-max kritérium:
Eliminace trojuhelnik( s pfili§ tupymi thly

= __ —r ’
a= m7a_x(a), a = n;g/x(a ).

Minimalizace maximalniho Uhlu v triangulaci

Max-min kritérium:
Eliminace trojuhelnik( s pfili§ ostrymi Ghly
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14. Greedy triangulace

Patfi do skupiny hladovych algoritm( (Greedy Algorithms)

Nh
W(T(P)) = min > _ ||Aill, -
i=1
Inkrementalni konstrukce, pfidadvame k—tou nejmensi hranu

hpn = (”hin) ~

Vhleh\h[1]1 \h[n

Vlastnosti triangulace:

Pokud se v P nevyskytuji hrany se stejnou délkou, je triangulace jednoznacna.
Snazi se vSak vytvaret trojuhelniky s nejkratSimi stranami.

Trojuhelniky nemusi splfiovat Zadnou specialni geometrickou podminku.
Jednoducha implementace.

Slozitost je O(n®), Ize optimalizovat na O(n? - log(n)).

Dusledek:

Sit trojuhelnikl neni z tvarového hlediska optimalizovana,

Do triangulace tak mohou byt pridany tvarové nevhodné trojihelniky.
V kartografii neni pfili§ ¢asto pouzivana.

YR i s I (L I | T
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Greedy triangulace;

15. Algoritmus Greedy triangulace
VyuZziti prioritni fronty PQ.

Algoritmus 1: Greedy Triangulation (S, 7)

1:PQ =1

2:for Vp;, i € (1,n):

3: forj € (i+1,n):

4. Vytvor hranu h = (p;, p;).
5: PQ « (||A|, h).

6: T < Q.pop().

7: while PQ not empty:

8: h =PQ.pop()

9: intersect = false

10: forVh € T

11: it (hN hy # 0)

12: intersect = true
13: break:

14: if (lintersect) T < h.
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Greedy triangulace

16. Grafické znazornéni Greedy triangulace

Y-
A A 2 A
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L EWHEVRGEVIET:

17. Delaunay triangulace DT a jeji vlastnosti

Nejcastéji pouzivana triangulace, v oblasti GIS de-facto standard.

Existuje v IR? i v R®.

V1:

Uvnitf kruZnice k opsané libovolnému trojuhelniku t; € DT neleZi Zadny jiny
bod mnoZiny P.

Vva:

DT maximalizuje minimalni Ghel v¥'t, avSak DT neminimalizuje maximalni
thel v t.

V3:

DT je lokalné optimaini i globalné optimalni vici kritériu minimalniho Ghlu.
\'ZH

DT je jednoznacnd, pokud Zadné ctyri body neleZi na kruzZnici.

Vysledné trojuhelniky se pfi porovnani ze vSemi znamymi triangulacemi

nejvice blizi rovnostrannym trojuhelnikim. (AL E TEE
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18. Ukdzka DT
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19. Srovnani G7 a DT

_J P A
%
s
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20. DT a podgrafy

Dulezité podgrafy Delaunay triangulace.

A4

Delaunay Triangulation Convex Hull Gabriel Graph
Relative Neighbourhood Graph Minimum Spanning Tree Nearest Neighbourhood Graph
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L EWHEVRGEVIET:

20. Geometrické vlastnosti DT
Necht k je kruznice / pfimka protinajici k v bodech a, b.

Body p, q, r, s lezi v poloroviné o, .
Dulsledek Thaletovy véty

Zarb > Zapb = Zagb > asb.
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21. Edge Flip, legalizace

Prechod 7(P) =DT (P), prohozeni diagonaly (px, pr) = (pi, pj)-
Triangulace legalni, tj. lokalné optimalni vzhledem k max-min kritériu.

k

1 Py P«

P, P

¢ ¢
1 2
—
t
P, P,

P, Py

Poloméry opsanych kruznic k1 (S1, r1), k(Sz, r2) a k{(S;,r{), k(S}h, r})

/ /
n<n, rp < r. mmm
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22. Vztah mezi ahly v DT (P) a DT'(P)
Vnitfni Ghly v trojuhelnicich, 7 (P):

a1+ a2, as, as, B, P2, Ps+ Pa.
Vnitini Ghly v trojuhelnicich, DT (P) (maximalizuje minimalni Ghel):

o, o2, B3, Ba, Bit+as, B2+ as.

Pro kazdy Uhel po swapu existuje nejméné jeden mensi pred swapem
ar > B, a2 > P B> as,

Ba > ou, P14+ as>o0u, [+ as>as.

Jinak fe¢eno, kazdy Uhel se zvétsi. IEEEED INRE! E FG]



23. Nejednoznacnost DT

Pokud body {p;, pj, px, i} na kruznici k(S, r), pak DT (P) = DT'(P).
Vnitini Ghly v trojuhelnicich, DT (P):

ar + a2, a3, Q4, 1, 02, Q3+ Q4.
Vnitfni Ghly v trojahelnicich, DT (P):

oy, o, o3, 04, Q1+ 0, o2+ Q3.

P
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24. Ktery z bodu splhuje podminku DT (1/2)?

P

Delaunay bod p negeneruje kruznici s minimalnim polomérem. Dm:ﬂmm
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25. Ktery z bodU splnuje podminku DT (2/2)?

Ovéfeni s vyuzitim kritérii:
@ Pfima (testy legality).
@ Nepfiméa (geometricka kritéria).



26. Geometricka kritéria
Geometricka kritéria:
@ bod s minimalni vzdalenosti d ke strané p;, p;,

@ bod s maximalni Ghlem w na stranu p;, p;.

Py

Kritéria nestabilni, pouziti Shewchuk adaptive math. IEEEED INRE! E FG]



27. Test legality |, opsana kruznice

Vrcholy Delaunay trojuhelniku t : py = [x1, y1], b2 = [X2, ¥2], P3 = [x3, y3]
Kruznice k(p1, p2, p3) opsana t.

Analyzovany bod p = [x, y].

p € k?

Predpoklad:
Vrcholy py, p2, p3 maji CW orientaci.

Testovaci kritérium t:
Determinant

2 2
Xy Xty t>07 p¢k’

2 2

X1 Y1 Xyt Y
=< t=0, € Ok,
X2 Yo XE+YyE P

X3 V3 X32+y§ t<0, pek.
Numericky stabilni.

o , *
PTG (556 [FOUPE 4 = (LRI | T
omés Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra a| |Rovinné triangulace a jejich vyuziti| 29/103




28. Uhly ve &tyfthelniku (1/2)

P

at+pf=a+mT—a=m.
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29. Uhly ve &tyfthelniku (2/2)

Legélni vs. nelegalni triangulace:
Py Py

<\ k <\

N

oL

< m, DT(P)jelegalni,
a+ B4 =m, Body pj,p;j, Pk, prlezi na kruznici,

> 7, DT(P) je nelegdlni.
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30. Test legality II., ahly

Numericky robustni test ovéfujici legalitu dvojice trojtihelnikd t (pj, pj, px) @ t2(pipj, pr)-

Nelegalni swap
sin(a 4+ B) = cosasin B + cos Bsina < sin(w).

Swapujeme, pokud

(Xikak + }’ik}’jk)(le}’i/ - Xi/yj/) < (Xjk}’ik - Xikyjk)(Xj/Xi/ + yjlyil)7

kde
Xik = Xi — Xk, Xk = Xj — Xk, Xj| = Xj — X, Xii = Xi — X,

Yik = Yi — Yk, Yik = Yji — Yk, Yir=Y =¥, Yir =Yi = Y-

Test numericky stabilni, pouze +, -, *. | | | | | | | | | | | | | |



31. Metody konstrukce DT

Metody p¥imé konstrukce DT

@ Lokalni prohazovani: O(n) + triang. algoritmus.
Inkrementalni konstrukce: O(n®).
@ Inkrementaini vkladani: O(nlog n) — O(n?).
@ Divide and conquer: O(nlog n), napf. DeWall.
@ Sweep Line: O(n?).

Nepfima konstrukce:
Pfes Voronoi diagram, v praxi neni pouzivana.

Velka data (point clouds):
Inkrementalni konstrukce nebo D&C (DeWall).
Ostatni metody pfili§ pomalé.

Metoda lokalniho prohazovani:
Metoda je pouzitelna pouze ve 2D, obtizné Ize prevést do vyssi dimenze.

Prevod libovolné triangulace 7 na DT .
Prohazovani nelegélnich hran v dvoijicich trojuhelniki tvoficich konvexni Ctyfuhelnik.

Slozitost algoritmu je O(n), nutno pfipoCitat slozitost na triangulacniho algoritmu.

Lze pouzit vzhledem k libovolnému kritériu. mmmm
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L EWHEVRGEVIET:

32. Algoritmus lokalniho prohazovani

Algoritmus 2: Delaunay Triangulation Local(P)

1: Vytvof pomocnou triangulaci T(P).

2: legal=false

3: while T(P) llegal

4: legal=true;

B Opakuj pro Ve; € T(P)

6: Vezmi hranu e; € T(P)

7: Nalezni trojuhelniky t;, > incidujici s e;.
8: if (i U &) konvexni a nelegalni

9: Legalize (t, o).

10: legal=false;
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L EWHEVRGEVIET: Metoda inkrementalni konstrukce
33. Metoda inkrementalni konstrukce
Algoritmus Ize pouzit ve 2D (prazdna kruznice) i 3D (prazdna sféra).
ZaloZena na postupném pfidavani bodli do jiz vytvorené DT .

Aktudlni Delaunayovska hrana e = (p1, p2).
V trojuhelniku orientovany CCW.
Hledan Delaunay point p, maximalizujici Z(p1, p, p2)

p=arg_max Z(pi,pi,p2), pi € oile).
Vpi€o(e)
Do DT nasledné pfidany hrany trojahelniku A(ps, pz, p):

e = (2, p), &2 = (p, p1),
pokud hrany e; = (p, pz, ), € = (p1, p, ) s protilehlou orientaci nejsou v AEL.

P¥i konstrukci pouzivana datova struktura Active Edge List (AEL):
Obsahuje hrany e, ke kterym hleddme body p.
Neuklada se topologicky model.

Slozitost je O(n%), Ize vylepsit.

Algoritmus nestabilni, numerické problémy (pouziti adaptivni mﬁ[ﬁTﬂEIﬁﬂ[
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PEEVEVAGEGCVEESIN [Metoda inkrementalni konstrukeel

34. llustrace inkrementalni konstrukce (1/3)

Change dir . [ R .

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra a| |Rovinné triangulace a jejich vyuziti| 36/103




PEEVEVAGEGCVEESIN [Metoda inkrementalni konstrukeel

35. llustrace inkrementalni konstrukce (2/3)

[o)

@ o
]

B
g @
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PEEVEVAGEGCVEESIN [Metoda inkrementalni konstrukeel

36. llustrace inkrementalni konstrukce (3/3)
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37. Algoritmus inkrementalni konstrukce DT (1/2)

Algoritmus 2: Delaunay Triangulation Incremental (P, AEL, DT)

1:AEL = {}, DT = {}

2: p1 = rand(P) //Nahodny bod

3: p2 = argminp,,, ||p1 — pil|, /Nejblizsi bod
4: Vytvort hrany e = (p1, p2), € = (p2, p1)

5: AEL + e, AEL + €' //Pridani 2 hran do AEL
6: while AEL not empty:

7: e1 = AEL.pop(), e1 = (p1, p2) //Vezmi prvni hranu z AEL

8: e} = (pz2, p1) //Prohod jeji orientaci

9: P = arg maxyp, e (e)) Z(p1, pi, p2) //Najdi Delauayovsky bod

10: if 3p : //Takovy bod existuje

11: e = (p2, p), es = (P, p1) //Vytvor zbyvajici hrany trojuhelniku
12: DT < €], DT < ez, DT < es//Pridej hrany do DT

13: updateAEL(ez,AEL), add(es,AEL) //Update AEL




Delaunay triangulace: M inkrementalni konstruk

38. Algoritmus inkrementalni konstrukce DT (2/2)

Pfi pfidani e = (a, b) do AEL.

Kontrola, zda neobsahuje hranu s opaénou orientaci €’ = (b, a).
Pokud ano, je €’ odstranéna z AEL.

Pokud ne, je e pfidana do AEL.

Triangulace ukladana po trojuhelnicich.

Algoritmus 3: updateAEL (e = (a, b), AEL)

1: Vytvof hranu €' = (b, a) //Zmen orientaci
2:if (¢' € AEL)

3: AEL — €' //Odstran z AEL
4: else:
5: AEL <+ e //Pridej do AEL

V praxi neni pouzivan z ddvodu slozitosti pro velké mnoziny (hledani, mazani).
Vyhodou je vS§ak pomérné jednoduchd implementace.
Pro rychlé hledani pouzita mnozina.

EEREIRNIOREI I G S
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39. Metoda inkrementalniho vkladani

Casto pouzivana metoda konstrukce D7 .

Lze pouzit v R? | R3.

Slozitost je O(n?), po pravéch Ize dosahnout O(n - log(n)).
Klasicky pfipad rekurzivni tlohy.

Vicenasobna legalizace.

Princip algoritmu:
V kazdém kroku do DT pridan jeden bod p.
Nasledné provedena aktualizace DT

DT(Pn) = DT(Pn71) + ADT(p)
Bod vybiran nahodné nebo inteligentné (co nejblize od predchoziho).
Algoritmus tvoren 4 fazemi:
@ Konstrukce simplexu Q2 oblasti P (obalovy trojihelnik).
@ Pfidani pdo DT .
@ Legalizace triangulace DT p41.

O Ol ETilE e e [E T T T F TR
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40. Ukazka datového modelu
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[Fetoga T arenalTh Vagan]
41. Faze1: Konstrukce simplexu €2

Z&dny z bodli P nelezi vné simplexu s vrcholy p_1, p_z, p_s.
DT bude probihat nad sjednocenim obou mnozin, tj. DT (P U Q).

Zaruéime tak, Ze ptidani kazdého bodu p; do D7 probéhne v souladu s
souladu s nize uvedenymi pravidly.

Vrcholy simplexu p_1, p—», p_3 dostatecné daleko od P.
Co nejméné ovliviuji trojuhelniky nad body mnoziny P.

Souradnice vrcholl simplexu € vchazeji z MBR nad P
M= maX(Xmax — Xmins Ymax — ,Vmin)-
Pak p_y = [-3M, 0], p—> = [0,3M], p_3 = [-3M, —3M].

Pfi legalizaci nutno upravit pravidla pro simplexové trojuhelniky.

Alespon jeden jejich vrchol pi € €. HEBREINEIINRE MG DR
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42. llustrace simplexu 2

2 (LT TITTTITTTEIT E FRE
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itoss ektamentie ko
43. Faze 2: Pfidani p do DT

Nalezeni trojuhelniku/trojuhelnikd t, se kterymi p inciduje.

Nelze prohledavat vSechny trojuhelniky.
Mnozstvi prochazenych trojahelnik( nutno minimalizovat.

Vyhledani incidujiciho trohuhelniku:

Dvé strategie:
@ Metoda prochazky (heuristika, O(+/n)), Point Location Problem.
@ DAG Tree (konstrukce ternarniho stromu, efektivnéjsi, O(log, n)).

Metody prochazek:
Startovni bod z, analyzovany bod g.
Hledame t,q € t;.

@ Greedy Walk: pfes nejblizsi vrcholy.

@ Straight Walk: pres t protnuté (g, ).

@ Visibility Walk: divame se vlevo/vpravo.

@ Orthogonal Walk: 2 ortogonalni sméry. (AT E T
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PEEVEVAGEGCVEEIN [Metoda inkrementalniho vkladanil

44. Greedy Walk

Nejjednodussi prochazkovy algoritmus.
Prochazka pres sousedici trojuhelniky.

(Devillers, 2016).
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45. Straight Walk

Postupné cesta pres sousedici trojihelniky protnuté (g, z).
V kazdém trojuhelniku hledana protnuta strana.
Alternativné orientacni test.

Pozor na singularity: p; € (q, z).

)

(Devillers, 2016).
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46. Straight Walk
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47. Visibility Walk

Postupna cesta pres sousedici trojuhelniky.
Nejefektivnéjsi prochazka, Lawson (1977).
Z t; pfechazime na t;, pokud t; a q v opa¢né polorovingé vzhledem k hrané e;

{ei+1,ja geo(ey),
€ij =

€, qea,(e,-,-).

(Devillers, 2016).

omés Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra a|

|Rovinné triangulace a jejich vyuziti|

49/103





















54. Visibility Walk, algoritmus
Slozitost O(+/n).

Point Location problem.
Pozor na float aritmetiku: pravidelné rastry.

Algoritmus 3: VW (p,T,)

1:t = tp, found = false
2: while (!found)
3 found = true;

4 for Ve(a, b) € 7 //Hrana ej = t N tinc

5: if p € o,(a, b)

6: t < tinc //Incidujici trojuhelnik
7: found = false

8: break

9: return t
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Delaunay triangulace: Metoda inkrementalniho vkladani

55. Vztah bodu p a nalezeného t;

Existuji tfi rdzné varianty vzajemné polohy pfidavaného bodu p a nalezeného
trojuhelniku £;:
@ Bod p leZi ve vrcholu t;
Bod neovlivni jiz vytvofenou triangulaci DT (P,—1), bude zanedban.
Triangulace ponechana beze zmény, DT (P,) = DT (Pp—1).
@ Bodp et
Zkonstruovany tfi nové hrany spojujici p s vrcholy t;.
Trojuhelnik t se rozpadne na tfi nové trojuhelniky se spole€nym vrcholem.
@ Bod p leZi ve strané t, t;
Dva incidujici trojuhelniky t;, t;, v jejichz spole¢né hrané pfidavany bod
lezi.
Rozdéleny dvoijici useCek jdoucich z p do protilehlych vrchold ¢, §.
Vzniknou ¢tyfi nové trojahelniky se spole¢nym vrcholem.
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PEEVEVAGEGCVEEIN [Metoda inkrementalniho vkladanil

56.Bod p € t;

Vytvoreni novych hran: eq2, 13, €21, €23, €31,632.
Vytvoreni topologie: provazeni vSech hran s pouzitim pointert.

e 3 /,/’( e )
'/ (] p E \
L’_:’ __________________ — e AN
€
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Delaunay triangulace) |Metoda inkrementalniho vkladanil
57. Bod p lezi ve strané t;, t;

Zména koncovych bodl hran: eq2, €21, €23.

ZruSeni hrany eq3.

Vytvofeni novych hran: €14, €32, €33, €34, 41,643, €44.
Vytvoreni topologie: provazeni vSech hran s pouzitim pointerd.
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58. Faze 3: Legalizace nové vytvorené triangulace

Takto vznikla triangulace nemusi byt delaunayovska, triangulaci je proto nutno
legalizovat.

@ pcet;
Legalizujeme nové vzniklé trojuhelniky t, t>, t3 s incidujicimi trojahelniky DT
Celkem 3 rekurzivni legalizace.

@ Bodp lezi ve strané t;, {;
Legalizujeme nové vzniklé trojuhelniky t, t, t3, t, s incidujicimi trojahelniky DT .
Celkem 4 rekurzivni legalizace.
Prehozeni dhlopfiky v nékterém z 4-Ghelniku:
Vyvola potiebu legalizace k jejich incidujicim trojahelnikam.

Pokud alespori jeden z vrcholt trojihelnika predstavuje bod €2:
Nutno upravit legalizacni pravidla, zde neswapujeme.

Tyto kroky vyvolaji potfebu rekurzivniho feseni problému.
V nepfiznivém pfipadé mdze p zplsobit pfegenerovani vice t v DT .
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Delaunay triangulace: IMetoda inkrementalniho vkladanil

59. llustrace procesu legalizace, p € ;
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Delaunay triangulace: IMetoda inkrementalniho vkladanil

60. llustrace procesu legalizace, p lezi ve strané t;, t;
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61. Faze 4: Odstranéni simplexovych hran

Odstranéni v8ech stran DT (P U Q) které inciduiji z 2, vysledkem DT (P).
Vysledkem ofiznuti na konvexni obalku.
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62. Triangulace se vstupni podminkou

Oznacovany jako Constrained Triangulations (tj. triangulace s omezenim).
Do triangulace zavedeny povinné hrany spojujici definované body p.
Poloha povinnych hran se pfi triangulaci jiz nesmi ménit.

Globalni optimalita:

Povinné hrany pfi konstrukci triangulace kfizi jiné “lepsi” hrany.

Ty jsou vzhledem k néjakému kritériu lokalné optimalni (a pro triangulaci vhodné;si).
Av$ak tyto hrany nejsou pouzity, jsou nahrazeny povinnymi.

Triangulace se vstupni podminkou proto nejsou lokalné ani globalné optimalni.

Geometricky predpoklad:
Povinné hrany se nesméji protinat ani byt kolinearni.
V takovém pfipadé rozloZeni na vice povinnych hran.

Siroké pouziti v kartografii tvorbé digitalnich modeld terénu.
Povinné hrany umoziuji lepSi modelovani morfologie terénu.

Zastupci:
@ Greedy triangulace se vstupni podminkou (Constrained Greedy Triangulation).
@ Delaunay triangulace se vstupni podminkou (Constrained Delaunay Triangulation).

Y i e GOt (T T TR F T
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Triangulace se vstupni podminkou|

63. Greedy triangulace se vstupni podminkou

Greedy triangulace se vstupni podminkou CG7T (P) neni pfili§ ¢asto pouzivana.

Tvorba CGT (P) probiha ve dvou krocich:

@ Pridani povinnych hran
Do prazdné triangulace pfidany povinné hrany.
Z4dna z povinnych hran nemdiZe byt pfi triangulaci nahrazena moznou
krat$i stranou.

e Tvorba GT(P)
Konstrukce Greedy triangulace nad P.
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64. Delaunay triangulace se vstupni podminkou

Nejpouzivanéjsi triangulace v geoinformatice.
Na rozdil od CGT (P) nutna redefinice triangulace: pfes povinné hrany neprobiha swapovani.

Triangulace jako celek nemaximalizuje minimalni Ghel v trojuhelnicich.
Zavedeni povinnych hran snizi rychlost triangulaéniho algoritmu.

Mozné geometrické problémy, povinna hrana:

@ Kolinedrni s néjakou hranou DT (P) :
Rozdéleni povinné hrany na 3 &asti.

@ Povinnd hrana protind bod DT (P):
Rozdéleni povinné hrany na 2 ¢asti.

Konstrukce probiha ve trech krocich:

@ Vytvoreni DT (P).

@ Zadani povinnych hran do DT (P).

@ Prevod DT (P) naCDT(P).
Pro bod 3 existuje fada algoritmd, napf. Sloan (1992):
Nalezeni stran DT (P) protinajicich povinnou hranu (v;, v;).
Zrugeni v3ech stran v DT (P) protinajicich povinnou hranu (v;, v;).
Vytvofeni pomocné triangulace.
Obnoveni DT (P).

Odstranéni nadbytecnych trojuhelnika. M3 TR E IFRR

00000



Triangulace se vstupni podminkoul

65. Nalezeni stran DT (P) protinajicich povinnou hranu

(Vh V/)
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Triangulace se vstupni podminkoul

66. llustrace odstranéni stran protinajicich povinnou hranu
(Vi7 Vj) (1/3)

Tvofi incidujici trojuhelniky protnuté hrany konvexni 4-Ghelnik?
Pokud ano, prohod' thlopfi¢ku, jinak pokraéuj dals$i protnutou hranou.

! g PN
— T TN AT N /]
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Triangulace se vstupni podminkoul

67. llustrace odstranéni stran protinajicich povinnou hranu
(vi, v) (2/3)

V kone¢ném poctu krokd vytvofena prozatimni triangulace.
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Triangulace se vstupni podminkoul

68. llustrace odstranéni stran protinajicich povinnou hranu
(Vi7 V/) (3/3)
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69. llustrace obnoveni DT (P)

Priozatimni triangulace neni Delaunayovska.
Provedena legalizace vzhledem k incidujicim trojuhelnikim: prohazovani hran.
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70. Triangulace nekonvexni oblasti a oblasti s otvory

Triangulace nekonvexni oblasti:

Triangulace mnoziny bodU ohrani¢ené nekonvexnim polygonem.
Zpravidla pouzita CDT, povinné hrany = polygon.

Z triangulace odstranény vSechny trojuhelniky vné polygonu.

Pro trojuhelnik ureno tézisteé.
Pokud vné polygonu, trojuhelnik odstranén (PLP).

Typické u DMT, triangulace nekonvexni oblasti se vstupnimi daty.
Vné oblasti by si algoritmus DMT “vymyslel”.

Triangulace oblasti s otvory:

Oblast obsahuje podoblasti, uvnitf kterych nebude provadéna triangulace.
Otvory popsany v opac¢ném poradi, nez nadfazena oblast.

Lze rozliSit modifikovanym algoritmem pro PLP.

Pouziti pfi tvorbé DMT, mista bez vrstevnic.
Typické pro vodni plochy, stavebni objekty, mista s pfili§ velkym spadem...
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71. Triangulace DT (P)
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Triangulace se vstupni podminkou|

72. Selekce trojuhelnikd uvnitf oblasti
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73. Odstranéni trojuhelnikd vné oblasti
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74. Datove zavislé triangulace

U vSech vysSe uvedenych 2D triangulaci tvar trojuhelnikové sité ovliviiuje pouze poloha bodu, soufadnice z
nehraje roli.

Takové triangulace nejsou bez dodate¢nych informaci o terénu (kosterni ¢ary) vhodné k jeho modelovani.
Data Dependent Triangulation (DDT) tyto nedostatky odstranuije.
Vznikaji optimalizaci vstupni triangulace (nejcastéji DT) s vyuZitim heuristik ¢i genetickych algoritma.
Vyhody:

@ DDT berou v potaz vysku bodu, snaha o optimalizaci tvaru trojuhelnikové sité.

@ Trojuhelnikovy model Iépe zohledruje skutecny tvar terénu.

@ Automaticka detekce terénnich zlom(, netfeba zadavat povinné hrany.

Nevyhody:
@ Optimalizace heuristikou rychla, zlepSeni vétSinou nebyva vyznamné.
@ Optimalizace genetickymi algoritmy kvalitni, avak vypocetné narocné, vhodné pouze pro malé
mnoziny (n < 50000).
Dvé metody optimalizace:
@ lokalni optimalizace,
@ modifikovana lokalni optimalizace.
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75. DT, nevhodné vystizeni terénni hrany
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76. DDT, lepSi vystizeni terénni hrany
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Datove zavisle triangulace;

77. Srovnani vrstevnic DT a DDT
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78. Lokalni optimalizace triangulace

Optimalizace triangulace vzhledem zadanému kritériu.
Realizovana lokalnim prohazovani hran.

Pouzivana greedy strategie.
Snaha dosahnout globalniho minima opakovanym hledanim lokalniho minima.

V jednom kroku optimalizovana “mald” ¢ast triangulace:

@ Edge Based Optimization
Provadéna vzhledem ke kazdé hrané sdilené dvoijici trojihelnikd.
Castéjsi varianta.

@ \Vertex Based Optimization
Provadéna vzhledem ke kazdému vrcholu sdileného trojuhelniky.
Rychlé, av§ak nepfilis vyznamné zlepSeni.
Mozné uviznuti v lokalnim minimum, nepfipousti do¢asné zhorseni stavu.
Vysoka rychlost konstrukce.
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|Lokalni optimalizace triangulace]
79. Edge Based vs Vertex Based Optimization
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|Lokalni optimalizace triangulace]
80. Edge Based Optimization

Kazdé hrané e; trojihelnika A pfifadi funkce ¢ ohodnoceni ¢;

¢i = c(e)).

Ohodnocovaci funkce méfi “ostrost prechodu” mezi trojuhelniky (napf. Ghel normal).
Cilem co nejhladsi povrch polyedru.

Optimalni triangulace minimalizuje globalni kritérium

m
C(r) = Zc,- = min.
i=1

Globalni kritérium neumime exaktné minimalizovat (NP), pouziti heuristik.
Greedy strategie minimalizujici

C(r(k)) = C(7(k — 1)) + Ac(e),

minimalizaci ceny updatu.
Konvergence pouze k lokalnimu minimu.

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra |Rovinné triangulace a jejich vyuziti| 82/103




81. Lokalni swap kritérium

Vychozi triangulace 7 (P): Hrana e;, inciduje s A ty, to.
2 varianty:

1) Hrana e; sdilena 2 trojuhelniky
Lokalni swapovaci kritérium: 7 ( P) je optimalni vzhledem k ¢ pravé kdyz

oler) < cle]).

Nizkéa Géinnost, malé tzemi.

2) Hrana e; sdilena 2 trojihelniky + incidujici hrany.
Celkem 6 trojuhelniku, vétsi G¢innost.
Sousedici hrany v t;: e;, e2 sousedici hrany v tp : e e , ohodnoceni

Swap = triangulace 7’ (P) s trojuhelniky #{ a 5, ohodnoceni

4
o'y =c(e]) + > clef)
k=1

Lokalni swapovaci kritérium: 7 ( P) je optimalni vzhledem k ¢ pravé kdyz

c(r) < c(+' @ce,)JrZ ) < c(e]) +Zc(e

Vybér triangulace s nizsi hodnotou C.



Datové zavisle triangulace, |Lokalni optimalizace triangulace]

82. Ukazka lokalni optimalizace
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83. Lokalni kritéria pro DDT

Prehled kritérii:
@ Angle Between Normals (ABN).
@ Distance From Planes (DFP).
@ Smoothnes of Contours (SCO).

0
n n@

ay
S
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84. Prehled kritérii

Rovina g;
0i(x,y) = aix + by + ¢z
Angle Between Normals:
Uhel ¢ mezi normalami n”, n® trojuhelnika t, t
FORE
A |1}

Opi Opi Opi _
ox;” oy;’ 82,) (-a,=b:,1)

casn(€i) = ¢ = arccos kde nt) = (

Distance From Planes:
Soucet vzdalenost bodu px, pr od rovin g1, ps.

core(ei) = (d(pi, p1)° + d(pr, p2)°) ", kde p=1,2.

Smoothness Of Comours

Uhel ¢ mezi v( v® (praméty n( n®y 0o, vodorovna rovina)
csco(€r) = ¢ = arccos vy cos™! 22t i
scol€i) = @ = TN T T, = .
’ (IO v NEETNEET
EEREIRNIOREI I G S
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Digitalni model terenu

DMT: trojuhelnikova sit

azornéni
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Digitalni model terénu

86. Znazornéni DMT: barevna hypsometrie (kvantitativni
pouziti barev)

P
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87. Polyedricky model terénu

Plosky jsou predstavovany trojuhelniky se spole¢nou hranou.
Sit trojuhelnikd vytvorena za pouziti triangulaénich algoritmd.

Prolozenim rovin vrcholy jednotlivych trojuhelnikd v R3.
Vznikne nepravidelny mnohostén, tzv. polyedr, ktery se pfimyka k terénu.

V trojuhelnicich pouze linearni interpolace, coz pro fadu Ucell nepostacuije.

Do polyedrického modelu Ize zadat povinné hrany.

Nejcastéji hibetnice, udolnice, spadnice.

ZlepSeni jeho aproximacnich vlastnosti.

Vkladani povinnych hran: Constrained Delaunay Triangulation.

Nepravidelné rozlozeni bodu, pro interpolaci pouzivame specializované
metody.
Nejcastéji: IDW, Krigging.
[T T E TFRE]
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88. Konstrukce polyedrického modelu

Vrcholy py = [x1, y1, 1], p2 = [Xe, y2, 2], p3 = [X3, y3, 23] kaZdého
trojuhelniku t prolozime rovinu T

zZ=ax+by+c.

Koeficienty a, b, ¢ predstavujici slozky normalového vektoru roviny

o a4 1 X3 z1 1 X1 W 1
Yo 2o 1 Xo Zp 1 X2 Yo 1
y3a z3 1 x3 zz3 1 X3 y3 1
X1 N 1 X1 W 1 X1 N 1
Xo Yo 1 X2 yo 1 X2 Yo 1
X3 y3 1 X3 y3 1 X3 y3 1

Rovnice jednotlivych rovin nejsou udrzovany v paméti.
Podle potfeby operativné urCovany (on the fly) = vyhoda pro praci s

rozsahlymi modely. (eI F TR
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89. Interpolace vrstevnic

Linearni interpolaéni algoritmy:

Linearni spad terénu mezi interpolovanymi body.
Rozestup vrstevnic mezi dvéma body je konstantni.
Vypocetné jednoduché, ale nevystihuije realitu.

Nelinearni interpolacni algoritmy:
Mezi interpolovanymi body pfedpokladame plynulou zménu sklonu terénu.
tzv. geomorfologicka interpolace, mapy stfednich meéfitek.

Rozestup vrstevnic mezi dvéma body neni konstantni.
Zohlednuje skutecny tvar terénu (sklon okolnich plosek).
Vyuziti kvadratické &i kubické interpolace, platovani.

Pouziva se v mapach velkych a stfednich méfitek.
Postup je znacné slozity a obtizné se algoritmizuje.
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90. Konstrukce vrstevnic linearni interpolaci

Déano: Rovina platu7 (ps, p2, ps), rovina p : z = h.

Hledame: Prisegnice AB rovin pa T.

Zalozena na analytické geometrii: hledani priisecnice roviny 7 uréené trojuhelnikem t € DT a

vodorovné roviny s vyskou h.
Opakovano nad vSemi t.
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91. VypocCet souradnic bodu A, B

Varianty vzajemné polohy g a 7:
@ Nemaji zadny spole¢ny bod (nefeSime).
@ Prlsecnice tvori 1 bod (nefesime).
@ Prusecnice je Usecka.
Z podobnosti trojuhelnikd pfedstavujicich prdméty do roviny XZ a YZ plati:

X2 — X1 Xp— X1 Yo=YV YVb— W1
Z—2z1 z—2z' Z—2z1 z—2z
X3—X1 _ Xa— X Yo=YV _ Ya— )
zn—2z1 z—2z Z—2z1 z—2z

Vysledné soufadnice koncovych bodu A, B prisecnice uréime ze vztah(

X3 — X4

X2 — Xi
Xa=——(z—z)+ X, Xo=——(z2—2)+x,
Z3 — Zo — Z4
Y3 —n Yo — N
= Z— 2 = Z— Z -
Ya 23_21( 1) + Vi, Yb 22_21( 1) + ¥
Test, zda rovina g protina stranu (p;, pi41) trojuhelniku:
(z=z)(z—2z41) < O
CILTIFTTTETTTEIT E ORE]
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92. Ukazka vypoctu vrstevnic linearni



93. Vliv vlozeni povinné hrany do triangulace: vychozi
situace




94. Vliv vlozeni povinné hrany do triangulace: lokalni zména
prubéhu DMT




Digitalni model terénu Analyza sklonu

95. Analyza sklonu terénu
Analyticka uloha realizovana nad DMT.

Zprostiedkujici hodnotou je gradient (tj. vektor max. spadu).
Gradient Vf(xo, Yo, Z0) funkce f(x, y, z) v bodé p = [xo, YoZo]

of of of
Vf(x0, Yo, 20) = (a(xo), 87/()’0)7 E(Zo))-
Rovnice roviny o
prax+by+cz+d=0.

Gradient Vp(xo, Yo, Zo) roviny p

Vol 30,7 = (52 00). 55 00), 52 (20)) = (2. b.),

Pouziti pro analyzu hydrologickych pomeérd, sesuvd, lavin, navrhy komunikaci,
stavebnich objekt(.
[T TIFFTTETEIT E TR
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Digitalni model terénu Analyza sklonu

96. Analyza sklonu terénu

Rovina p prochéazejici 3 body

X—X1 Y—W Z—Z

Xo—X1 Ya—Y1 22—z |=0.
X3—X1 Y3a— W1 Z3—Z

Odchylka ¢ rovin p a 7:

12

m

nz

ny - no (o
arCcCoS —————— = arccos 9
([} || [[m]]
(a,b;c¢),
(0,0,1).

Vypocet provadén nad kazdym trojuhelnikem t DMT.
Vizualizace trojuhelnikd (tj. vypInéni barvou) na zakladé hodnoty .
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97. Sklon terénu
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Digitalni model terénul

98. Vizualizace sklonu terénu
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Digitalni model terénu Analyza orientace;

99. Analyzy orientace terénu

Definovana jako azimut primétu gradientu V p do roviny x, y.

Vektor v primétem gradientu V p(xo, Yo, Zo) do roviny xy

v = (G006), 5200).0) = (2,5.0).

Azimut A vektoru v méfen od osy y
a
A = arctan <7) .
b

Vypocet provaden nad kazdym trojuhelnikem DMT.
Pozor na spravnou detekci kvadrantu.

Vyuziti ve stavebnictvi, zemédélstvi, hydrologii.
Slunecni svit ovliviiuje mnozstvi tepla dopadajiciho na zemsky povrch.

Dulezité pro hydrologické poméry, rist zemédeélskych Slodin.
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Digitalni model terénu ‘Analyza orientace;

100. Orientace terénu

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra a| |Rovinné triangulace a jejich vyuziti| 102/103




Digitalni model terénu Analyza orientace;

101. Vizualizace orientace terénu
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