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1. Rekurze

Sebeopakovani, realizovano bez pouziti cyklu.

Datova struktura/funkce v definice odkazuje na sebe nebo strukturu/funkci
podobného charakteru.

Rekurzivni funkce f:

Volaji samy sebe nebo podobné funkce.

Po kazdém kroku “zjednodus$eni” problému, jinak postup neefektivni.

Nalezeni vztahu mezi problémy feSenymi ve 2 nasledujicich rekurzivnich krocich.

Vhodné pro rekurentni funkce, generuji posloupnost {an}
any1 = f(an, @n—1, ..., ar).
Pfi kazdém volani f dochazi k vytvofeni nové sady lokalnich proménnych.

Za béhu existuje nékolik sad lokalnich proménnych.

Hloubka rekurze h:
Pocet rekurzivnich volani funkce f.
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Rekurze a jeji vlastnosti

2. Vlastnosti rekurze

Podminka ukonceni rekurze:
Rekurzivni algoritmus musi obsahovat ukon¢ovaci podminku.
V opacném piipadé dojde k nekonecné rekurzi !!!.

V urCitém misté musi dojit k takovému dofeSeni problému, které nebude
rekurzivni.

Nevhodna konstrukce podminky:
Nepouzivat slozité a nepfehledné podminky.
Vyhnout se kontradikcim a tautologiim (neméni se pravdivostni hodnota).

Déleni rekurze:
P¥ima rekurze: funkce opakované vola sama sebe: f — f.
Neptima (kruhova) rekurze: cyklické volani nékolik funkci:

i -b—..—>fH—f
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Rekurze a jeji vlastnosti

3. Vztah rekurze a iterace

Iterace:

Opakovani bloku pfikazl za stanovenych podminek.
Podminka opakovani bloku pfedchazi (for, while).
Podminka opakovan blok nasleduje (do while).

Rekurze:
Opakovani bloku, podminka soucasti bloku.
Nejcasteji pouzivana u funkci.

Mezi rekurzi a iteraci Uzky vztah.
Vzajemna prevoditelnost, u vicenasobné rekurze netrivialni.
Rekurze mnohdy ptimocarejsi nez iterace.

Pokud je to mozné, rekurzi se vyhybame.
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4. Prima rekurzivni funkce

Obecny tvar rekurzivni funkce:

f(n): #Rekurzivni funkce: prima rekurze
Cn #Blok prikazu, fce n
if p(n): #Podminka, zavisi na n
D #Nerekurzivni doreseni, nezavisi na n
else:

f(n - 1) #Rekurzivni volani fce f
En; #Blok prikazu, fce n

nebo:
f(n) = {Cp; p(n) 2D : f(n - 1);E, }
Posloupnost rekurzivnich volani funkce F nad mnozinou N.
f(n)->f(n-1)->...£(1)
V praxi zjednodu$ené schéma:

f(n) = {p@) 2 D: f(n - 1)}
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Rekurze a jeji vlastnosti

5. Posloupnost rekurzivnich volani

Posloupnost rekurzivnich volani:

#Rekurzivni volani: primy chod

fn -> Cp f(n - 1)

fn -> Cp f(a -1) Cp_q f(n - 2)

fn -> Cp f(n -1) Cp_qy f(n -2) Ch_o f(n - 3)

fn -> Cp f(n - 1) Cp_qy £f(n - 2) ... Co £(1) Cy #Konec rekurze
#Nerekurzivni doreseni a zpetny chod

fn -> Cp f(n - 1) Cn_1 f(n - 2) ... Cg £(1) C1 D E4

fn -> Cn f(n - 1) Cn,1 f(n - 2) coa Cg £(1) C1 D E1 E2

fn -> Cn f(n - 1) Cn,1 f(n - 2) Cg £(1) C1 D E1 E2 En

Bloky C, E zavislé na n volany n-krat.
Nerekurzivni dofeSeni D volano pouze 1x.
Blok E volan az ve zpétném chodu.
Mozno znazornit stromem.
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Rekurze a jeji vlastnosti

Ukazka posloupnosti volani v Pythonu

def f(n):

print("C(" + str(n)+")")

if (n == 1):
print("D");

else:
print("f(" + str(n-1) + ")")
f(n - 1)

print ("E(" + str(n) + ")")

Pak:

c(4
£(3)
C(3)
£(2)
€(2)
£(1)
C(1)
D #Zpetny chod
E(1)
E(2)
E(3)
E(4)
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Rekurze a jeji vlastnosti Vypocet faktorialu a Fibonacciho ¢isel rekurzi

7. Vypocet faktoridlu s pouzitim rekurze

Faktorial Cisla n oznaCujeme jako n!, definice

ol — n(n—1)!, pron>1,
O, pron=1.

Zapis s pouzitim rekurze (rekurentni)

f(n) = {nf(n—1), pron>1,
1, pron=1.

Rekurzivni volani f nad zmensujici se mnozinou prvkd.
ZjednoduS$eni problému (predpoklad efektivniho pouziti rekurze).
Splnény predpoklady.
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Rekurze a jeji vlastnosti Vypocet faktorialu a Fibonacciho ¢isel rekurzi

8. Znazornéni prubéhu rekurze

f(4) =2 f(4) = 24
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Rekurze a jeji vlastnosti Vypocet faktorialu a Fibonacciho Eisel rekurzi

9. Znazornéni prubéhu rekurze

Strom rekurzivniho volani funkce n!

f(4)
f(3)

4%31=24

|

E 3721

f(2)

f(1) 2%11

'

1 —

‘_F—F
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Vypocet faktorialu a Fibonacciho ¢isel rekurzi
10. Zapis zdrojového kodu

Vypocet faktorialu s pouzitim rekurze:

def f(n):
if n > 1: #Ukoncovaci podminka
return n * f(n-1)
else:

return 1; #Nerekurzivni doreseni

V kazdém kroku se velikost n zmensi o 1.
Jaka je doba béhu algoritmu?
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11. Vypocet doby béhu

Casové funkce T(n) v zavislosti na velikosti vstupu n:

Doba béhu linearni funkci velikosti vstupu.
Horni odhad slozZitosti O(n).



Rekurze a jeji vlastnosti Vypocet faktorialu a Fibonacciho ¢isel rekurzi

12. Fibonacciho posloupnost
Fibonacciho funkce

fib(n— 1)+ fib(n—2), pron>1,
fib(n) = <1, pron=1,
1, pro n=0.

Prirozené rekurzivni definice, generuje Fibonacciho posloupnost:

{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ..}
Pouziti: zlaty rez.

Vypocet rekurzi velmi neefektivni:

Pro n = 4: fib(1) urCovan 3x, fib(0) 2x.
Pro n = 5: fib(1) ur€ovan 5x, fib(0) 3x.
V praxi se resi iteraci.
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Rekurze a jeji vlastnosti Vypocet faktorialu a Fibonacciho Eisel rekurzi

13. Strom rekurzivniho volani
Strom rekurzivniho volani funkce fib(n).

fib(4)

__/H-x“'“'-—--ﬁ

ey i
fib{3) fib{2)
, sy P
AN N
& A e Y
fib(2) fib(1) fib{1) fib(0}
fib{1) fib{0)
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Rekurze a jeji vlastnosti Vypocet faktorialu a Fibonacciho ¢isel rekurzi

14. Vypocet Fibonacciho Cisel rekurzi

Zdrojovy kod:
def fib(n):
if (n>1): #Podminka ukonceni rekurze
return fib(n-1)+fib(n-2)
else:

return 1; #Nerekurzivni doreseni

Je tento algoritmus efektivni?
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Rekurze a jeji vlastnosti Vypocet faktorialu a Fibonacciho ¢isel rekurzi

15. Vypocet doby béhu

Casova funkce T(n) v zavislosti na velikosti vstupu n:

TO)=T(1)=1

T(n)=T(n—1)+T(n—2)+3,
<T(n—1)+T(n-1),
=2T(n-1),

=2[2T(n—-2)] =22T(n-2),
=2{2[2T(n—3)]} =23T(n—3),

=2'T(n-1),
=2"T(n— n),
=2"

Doba béhu exponencialni funkci velikosti vstupu - neefektivni.

Horni odhad slozitosti O(2").
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Rekurze a jeji vlastnosti Vypocet faktorialu a Fibonacciho ¢isel rekurzi

16. Vypocet Fibonacciho Cisel bez pouZziti rekurze

Zdrojovy kod:
def fib(n):
fi =1
fii = 1
i=0
while 1 < n:
fi = fi + fii #Vypocet predchoziho clenu
fii = £fi - fii #Vypocet nasledujiciho clenu
i=1i+1
return fi

Postup mnohem efektivnéjsi nez s pouzitim rekurze.
Doba béhu roste linearné s velikosti n.

T(n) = kn,k > 0.
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o Nl
17. RUst mnoziny

Dalsi krok nevede ke zjednoduseni pfedchoziho.

Duasledkem rdst mnoziny, nad niz vypocCet provadén = divergence reseni.

Vznik nekonecné rekurze.

Pro n > 0 je definovana «(n) jako

o) = {n~a(n+1), pron>1,
1, pron=1.

VypocCet a(n) s pouzitim rekurze:

def alfa(n):

if n > 1: #Ukoncovaci podminka
return n * alfa(n + 1) #Mnozina roste

else:
return 1 #Nikdy nedojde k ukonceni
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e
18. Spatna konstrukce rekurzivni podminky

Spatna konstrukce rekurzivni podminky = nekone&na rekurze
Pro n > 0 je definovana 5(n) jako

_Jn-B(n-2), pron#A1,
ﬂ(n)_{t pron=1.

Pro sudé n dojde k nekoneéné rekurzi.
Vypocet 8(n) s pouzitim rekurze.

def beta(n):

if n != 1: #Nekonecna rekurze pro suda n
return n * beta(n - 2);

else:
return 1;
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Priklady pouziti rekurze

19. DalSi ukazky pouziti rekurze

Nalezeni maxima z mnoziny.
Binarni hledani.
Hledani nejvétsiho spolecného délitele.

Kresba vepsanych Ctvercl, spiraly.
Fraktaly: Kochova viocCka.

°
°
°
@ Hanojské véze.
°
°
@ Digitélni kartografie: generalizace Douglas & Peucker.
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Priklady pouziti rekurze Hledani maxima rekurzi

20. Nalezeni maxima z mnoziny prvkU

Dana neusporadand posloupnost prvka X = {x;},i =1, ..., n.
Naleznéte hodnotu
X = X;i).
Vrgg(( )
Varianty:
@ Bez pouZiti rekurze.
@ S pouzitim rekurze.

Nalezeni minima/maxima bez pouZiti rekurze:
@ Hodnotu X inicializujeme prvkem Xx = x|[0].
@ Porovnavame X s ostatnimi ¢leny posloupnosti.
@ Pokud X > x[i], pak x = x([i].
@ Po provedeni porovnani se vSemi prvky x = max(X;).

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Rekurze. 22/77



Priklady pouziti rekurze Hledani maxima rekurzi

21. Hledani maxima “klasicky”

Zdrojovy kod v Pythonu:
def maximum(x):
max = x[0] #Inicializace maxima
for xi in x:
if xi > max:
max = xi #Aktualizace maxima

return max;
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22. Hledani maxima rekurzi

Hledani maxima X lze fesit rekurzi s délenim podmnoziny
X = max{Xq, ..., Xn}.

Pfimym porovnanim umime pouze pro n = 1, resp. n = 2:

Xi, Xi > Xit1,

max{Xx;} = X; max{X;, Xj;1} =
’ ’ Xit1, Xi < Xjyq-

Uloha je dekomponovatelna na tlohy stejné tridy:

X = max{Xq, ..., Xn},
= max{max{X1, ..., X(11n)/2}, max{X(11n) 2, ..., X6} },

ceey

= max{max{max{x1 7X2}7 maX{X27 X3}}7 o00p) max{max{x,,_g, Xn—1 }? maX{Xn—1 ) Xn}}}'

Néasledné zpétné dosazeni do vztah(.

Vypocet stfedniho indexu
m=(I+r)//2.

Pak Ize postup aplikovat rekurentné
X = max{Xj, ..., Xr} = max{max{Xxy, ..., Xm}, max{Xm, ..., Xr } }.

Slozitost O(n), nizsi efektivita nez u iterace.



Pfiklady pouziti rekurze Hledani maxima rekurzi

23. Hledani maxima rekurzi, strom

max(0,5) [24] 3 [a7]93]32] 0]

max(0,2) max(3,5) [92]32] 0}
max(0,1) max(2,2)

max(3,4) [91]32] max(5,5)

max(3,3)

max(0,0) max(1,1)

max(4,4)
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Priklady pouziti rekurze Hledani maxima rekurzi

24. Hledani maxima rekurzi

def maximum(x, 1, r):

if (r - 1 <= 1): # Maximum z 1-2 prvku umime
return max(x[1], x[r])

m=(1+r1r) // 2 # Nalezeni prostredniho prvku

Imax = maximum(x, 1, m) # Rekurze, L interval

rmax = maximum(x, m + 1, r) # Rekurze, R interval

return max(lmax, rmax)
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25. Vypocet doby béhu

Casova funkce T(n) v zavislosti na velikosti vstupu n:

T(1) =1

T(n)=T(n/2)+ T(n/2) + k,
=2T(n/2) + k,
=2[2T(n/4) + K] + k,
=4T(n/4) + 3k,
=2{2[2T(n/8) + k] + k} + k,
— 8T(n/8) + 7k,
=iT(n/i)+ (i —1)k

: nT(1)+(n—1)k,

=nk + (n— 1)k,
=2nk — k
=n
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26. Prvocislo (1/2)

Cislo d € N déli ¢ € N, pokud existuje k € N takové, e ¢ = kd. Oznageni d|c.

Vlastnosti:
1) Pro vSechna ¢ € N plati 1|c a c|c.
2) Pokud k|c a c|d pak k|d.

Cislo ¢ € N prvogislem, pokud pro kazda a € N a b € N plati
cl(a-b) = claV c|b.

Alternativné
c:alchblcea=cAb=1va=1Ab=c.

Cislo ¢ € N je slozené, pokud neni prvogislo.
3)ProVaeZ,a>0,3c,a< c<2a.
4) MFV:ProVae 7Z,3c,0 < a< ¢,

cl(a® — a).
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27. Prvocislo (2/2)

Pocet prvocisel 7(N) na intervalu [2, N]
Hustota prvocisel
(N N
p(N) = (N )~ N

7(10) = 4, ©(100) = 25.
Slozené éisloc=a-b

c:alcAblcea>2Ab<c/2va<c/2Ab>2.

Pokud a < b
a=+c.

Diky komutativité symetrie: ¢ = ab = ba.

Priklad:
36=2*13=4*9=6"6=9*4=13*2.



28. Nejvétsi spoleCny délitel (1/2)
Nejvetsi spolecny délitel d, d € Z, Cisel ac€ Z, b € Z
d =gcd(a,b) : dlan d|b.

Pokud a, b nesoudélna, pak gcd(a, b) = 1.
Déleni se zbytkem a beze zbytku

ba=r<a=kb+r, bla=0« a=kb.
Necht a€ Z, b € Z, pak
a=kd, b=Id.
Rozdil A Cisel je také délitelny d
A=a—-b=dk-1), a=b+A,

plati
gcd(a, b) = ged(b, A).

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Rekurze. 30/77



29. Nejvetsi spolecny délitel (2/2)

VyS$e uvedeny princip pouzit u Eukleidova algoritmu
gcd(a— b, b) = gcd(a, b).

Predpoklad a > b, opakujeme, dokud a > 0.
Po k krocich
d = gcd(a, b) = gcd(0, d).

Vyhodou je velmi jednoduch& implementace.

do
if a<b
swap a< b
a=a->b
while a>0
d=>
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30. Vylepseni algoritmu (1/2)

Pro velké a, b — oo cyklus bézi dlouho.
VylepSeni, misto
a=a->b,
pouzijeme
a=a-— kb, k eZ.

Plati
a— kb = a%b.

Upraveny algoritmus:

do
if a<b
swap a< b
a= a%b
while a>0
d=>b



31. Vylepseni algoritmu (2/2)

Nemusime prohazovat a <> b.

Pfedpoklad
b > a%b.

Do a, b ptifadime

a = max(b, a%b) = b,
b = min(b, a%b) = a%b.

Upraveny algoritmus:

do
a=>
b= a%b
while b>0

Modifikace testovaci podminky: a < b.
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32. Rekurzivni reseni

def gecd (a, b):
if (a==0 | b==0 ):
return -1
if a¥b > 0:
return gcd (b, a % b);
else:
return b;
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33. Vypocet doby béhu

Faktor zmen$eni velikosti mnoziny
a

a%b’

T(n) = T(n/d) + k,
= T(n/d?) + 2k,
T(n/d%) + 3k,

= T(n/d") + ik,
Pokud n/d’ = 1, pak n = d', i = logy n

T(n)=T()+ kloggn,
=1+ klogygn,
< logg n.
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34. Binarni hledani

Pfedpokladem je uspofadand vstupni mnozina X = {x;}, x; < Xj1,i=1,...,n—1.
Dotaz, zda a € X?

Ulohy f({x;}, a) |ze tesit pfimo pro n = 1

iy X =a,

f({xi},a) = {_1 X; # a.

Uloha je dekomponovateln na tlohy stejné tFidy:

f({x1, .., xn}, @) = f({F({x1, X(n—1)/2}, @), [({X(n11) 2}, @), [({X(n13) /2, Xn}, @)}, @),

= f{f{f({x1}, a), f({xe}, @)}, @), ... ({f({xa-1}, @), f({xn}, @)}, @)}, a).
Nasledné zpétné dosazeni do vztah(.

Vypocet stfedniho indexu
m=(l+r)/2.

Pak Ize postup aplikovat rekurentné
f({Xh ceey Xf}: a) = f({f({Xh ooy Xm—1 }v a)7 f({Xm}7 a)v f({xm+1 ) Xl’}7 a)}7 a)'

Efektivni algoritmus (pokud délime v medianu), slozitost O(log, n).
Nutnost pfedzpracovani dat slozitost O(nlog, n).



35. Vypocet doby béhu

Efektivni varianta:
Déleni ve stfednim prvku posloupnosti, sub-linearni

T(n) =T(n/2) + k,
= T(n/4) + 2k,
= T(n/8) + 3k,
= T(n/2') + ik,
=T(1)+ klogy n,
< logy n.

Neefektivni varianta:
Déleni v druhém/pfedposlednim prvku posloupnosti, pouze linearni

T(1) =1
T(n) = T(n—1) +k,
= T(n—2)+k+k,

= T(n—n)+ kn,
= nk,
<n.



Priklady pouziti rekurze Binarni hledani

36. Binarni hledani, nerekurzivni reSeni

def bSearch(a, x):
1 =0
r = len(x)- 1
while 1 <= r:

m= (1 +1x)//2 #Index prostredniho prvku
if a == x[m]:

return m #Byl prvek nalezen?
if a > x[m]:

l=m+1 #Inkrementuj levy index
else:

r=m-1 #Dekrementuj pravy index

return -1; #a neni v x
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Priklady pouziti rekurze Binarni hledani

37. Binarni hledani, rekurzivni reseni

def bSearch(a, x, 1, r):

if (1 > r):

return -1 #Prazdny interval
m=(1+1)//2 #Index prostredniho prvku
if a == x[m]:

return m #Cislo nalezeno v mnozine

if a < x[m]:

return bSearch(a, x, 1, m - 1) #Leva podmnozina
else:

return bSearch(a, x, m + 1, r ) #Prava podmnozina
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Priklady pouziti rekurze Uloha Hanojskych vézi

38. Problém Hanojskych vézi

Mnisi v Tibetu fesi zajimavy hlavolam tvoreny tfemi tyCemi.
Na prvni tyCi navleCeno 64 krouzku sefazenych dle velikosti.

Kazdy den presunou jeden krouzek z jedné tyCe na druhou.
Vétsi krouzek nesmi byt poloZzen na mensi.

Az premisti vSechny krouzky z prvni tyCe na tieti, zanikne svét.
Nastane za

264 _ {1 — 18446744073709551615 dni,
~ 50504432782230120 let (51 biliard).

Planovana doba existence slunecni soustavy je miliardkrat kratsi.
Netfeba mit strach :-).

Problém Ize fesit rekurzi.
Pocet krouzku n.
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Priklady pouziti rekurze Uloha Hanojskych vézi

39. Ukazka reeni pron=2

Ll
1L L

Prvni krouzek pfesuneme z 1. na 2. tyc.
Druhy krouzek pfesuneme z 1. na 3. ty¢.

Prvni krouzek pfesuneme z 2. na 3. ty€.
Celkem 22 — 1 presund.
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Priklady pouziti rekurze Uloha Hanojskych vézi

40. Ukazka reSeni pro n =3

> —>
1 2
-+ —_— -
3 4 5
— E—
6 7

Celkem 22 — 1 pfesunu.
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Priklady pouziti rekurze Uloha Hanojskych vézi

41. Rozbor problému
Tah h s nkrouzky z i na j pfes k (pomocna)
hn(i, ], k).
Dva krouzky, n = 2:
h>(1,3,2) = {h1(1,2,3), h1(1,3,2), h1(2,3,1)}.
Tti krouzky, n = 3:

h3(1 ) 372) = {h1(173a 2)7 h1 (17273)7 h1 (37 27 1 )’ h1(1737 2)’ h1 (27 173)7
hi(2,3,1),h1(1,3,2)},
= {h2(1,2,3),/71(1,3,2),’72(2,3,1)},

Zobecnéni
hn(1,3,2) ={h,_1(1,2,3),h1(1,3,2),h,_1(2,3,1)}.



Priklady pouziti rekurze Uloha Hanojskych vézi

42. Reseni rekurze pro n prvk

Zakladni mySlenka rekurzivniho pfistupu pro n prvk( tvorena 3 kroky:

@ premistime n — 1 krouzkl z 1. (zdrojové) na 2 .(pomocnou) -> rekurze.
@ premistime 1 krouzek z 1. (zdrojové) na 3. (cilovou).
@ premistime n — 1 krouzku z 2. (pomocné) na 3. (cilovou) -> rekurze.

Kroky 1) a 3):
@ Resi stejnou tlohu s jinymi tyéemi a s men$im mnozstvim prvki.
@ Lze je rekurzivné rozlozit dle stejného schématu.

Uloha je dekomponovatelna na Glohy stejného typu.

V kazdém kroku se velikost mnoziny zmensuje, Ize vyuzit rekurzi.
Avsak velmi neefektivni.
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43. Zapis zdrojového kodu

def hanoi(mn, o, k, p):
if n==0:
return #Ukonceni rekurze
hanoi(n-1, o, p, k); #Presun 1-2
print(*Z > + o +’ na ” + k);
hanoi(n-1, p, k, 0); #Presun 2-3
Volani:
hanoi(3,1,3,2);
Pocet rekurzivnich volani: 27 — 1.
Velmi neefektivni, max 20 krouzkd.
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[T EEVA AN Ole B Uloha Hanojskych vézi

46. Znazornéni stromu rekurzivnich volani
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47. Analyza doby béhu

Dvojice rekurizivnich volani:

T(nN)=T(n—1)+T(n—-1)+1

=2T(n—1)+1,
=2[2T(n—2)+1]+1,
=4T(n—-2)+3,

=2{22T(n—3)+ 1]+ 1} +1,
=2 T(n—i)y+2°+ 2" + .. 42177,

=2"1T(1)+20+2" + . 42772
— 2”— 1 —
==
=2"

29,

Neefektivni, poCet operaci roste exponencialné.
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48. Douglas-Peucker algoritmus

Pouziva se pro generalizaci lomenych ¢&ar.
Neodstrafuje z lomené ¢ary vrcholy nespliujici geometrickou podminku.
Postupné pridava vrcholy splnujici geometrickou podminku.

Provadi opakované déleni vstupni mnoziny na mensi podmnoziny.
V kazdém kroku dochazi ke zjednodus$eni problému.
Lze implementovat rekurzi.

Lomena ¢ara L, generalizovana lomena ¢ara LS, koridor o Sifce h.
Startovni bod s, koncovy bod e
@ Pridejsdo LS

@ Nalezeni bodu g nad segmentem (s, e)
Nejvzdéalenéjsi od segmentu (s, ), vné koridoru.

e Pro segment (s, g) jdi na 2)
© Pridanigdo LS.
e Pro segment (g, e) jdi na 2).

Body 2-5 predstavuiji rekurzivni proceduru.
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Pfiklady pouziti rekurze Kartograficka generalizace

49. Ukazka Douglas-Peuckerova algoritmu
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Priklady pouziti rekurze Kartograficka generalizace

50. Implementace Douglas-Peuckerova algoritmu

def dp(L, LS, start, end, h):

if (end == start + 1):
return; # Zadny mezilehly bod
i_max = start + 1; # Inicializace
d_max = distance(L[start], L[end], L[start + 1])
for i in range(start + 2, end): # Hledani nejvzdalenejsiho bodu
di = distance(L[start], L[end], L[start + 1]);
if (di > d_max): #Aktualizuj minimum
i_max = i;
d_max = di;
if (d_max >= corridor): #Nalezen bod vne koridoru
dp(L, LS, start, index_max, h) #Rekurze, 1. segment
LS.append(L[index_max]) #Pridani bodu do LS
dp(L, LS, index_max, end, h) # Rekurze, 2. segment
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51. Doba béhu Douglas-Peuckerova algoritmu

Casova funkce T(n) v zavislosti na velikosti vstupu n:

T(1) =1

T(n)=T(n/2)+ T(n/2) + n,
=2T(n/2) + n,
=2[2T(n/4) + n] + n,
=4T(n/4) + 3n,
=2{2[2T(n/8) + K] + k} + k,
=8T(n/8)+ 7n,
=iT(n/iy+ (i—1)n

=nT(1)+(n—1)n,
=n+(n-—1)n,
<

Doba béhu kvadratickou funkci velikosti vstupu!
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Priklady pouziti rekurze Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze

52. Kresba vepsanych Ctvercu rekurzi

Nakreslete posloupnost vepsanych &tvercl s pouzitim rekurze.
Délku pocatecni hrany oznaCme d.

©
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.
53. Rozbor problému

Lze problém fesit prostfednictvim rekurze?
@ Uloha je dekomponovatelna na tlohy stejné tfidy: kresba &tvercl
danych vrcholy.
@ V dal$im kroku rekurze nedochazi k zesloziténi problému.

@ Lze snadno stanovit podminku ukonceni rekurze: velikost strany
mensi nez ¢.

Existuje nékolik variant feSeni problému:

@ Konstrukce po c¢tvercich: v jednom kroku zkonstruovan jeden
Ctverec.

@ Konstrukce po dvojicich Ctvercu: v jednom kroku zkonstruovana
dvojice Ctverca.

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate| Rekurze. 53/77



Pfiklady pouziti rekurze Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze

54. Znazornéni konstrukce

Vlevo konstrukce po &tvercich, vpravo konstrukce po dvojicich &tvercu.
Ctverce konstruované v jednom kroku znazornény stejnou barvou.

P ;R P g
R 2
? ? R ? R
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Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze
55. Konstrukce po Ctvercich
Vrcholy Ctverce v i-tém rekurzivnim kroku: P1(’), Pé"% P§/)7 P”’.
PP =[xy, P = 16 1 P = 167 ), P = [y,
Vrcholy étverce v i + 1-tém rekurzivnim kroku: P, p{+1 - pltt) - pltt),

P1(I+1) [X(l+1 y1l+1] Pl+1 [ I+1)’y2(l+1] P§I+1 [ (i+1) 7}/3’+1)],
I+1) [ (/+1 y4/+1 ]

Jaky je vztah mezi soufadnicemi vrchol( dvou Etvercu v rlznych Urovnich rekurze i a
i+1:

P1(/+1) X(i+1) _ X1(’)~}2»X£’) y1'+1 _ y1(/);yél)
. . I I ! I
U [y — Xé)ZX? Y — y();yé)
. . I I I )
U [ i — xg);rxg) Y — yé);y“
. . I I I I
P‘s/+1) Xil+1) _ X‘g);r)ﬁ() y41+1 _ yp;y&

Podminka ukon&enim rekurze: délka strany nenatoCenéjo Ctverce mensi nez «.
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Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze
56. Zapis zdrojoveho kddu

def square(xl, yl1, x2, y2, x3, y3, x4, y4, draw):
if (abs(x2 - x1) > 0) | (abs(y2 - y1) > 0): # Podminka ukonceni rekurze
# Kresba ctverce
draw.line((x1, y1, x2, y2), ’black’)
draw.line((x2, y2, x3, y3), ’black’)
draw.line((x3, y3, x4, y4), ’black’)
draw.line((x4, y4, x1, yl1), ’black’)
# Kresli dalsi ctverec
square((x1 + x2) // 2, (y1 +y2) // 2, (x2 + x3) // 2, (y2 + y3) // 2,
(y3 + y4) // 2, (x4 + x1) // 2, (y& + y1) // 2, draw);

Volani funkce:

from PIL import Image, ImageDraw

im = Image.new(’RGB’, (800, 600), color=’white?’)
draw = ImageDraw.Draw(im)

d=10

square (0,0,d,0,d,d,0,d);
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Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze
57. Konstrukce po dvojicich ¢tvercu

Vztah mezi vrcholy ¢tvercl z kroka (i) a (i + 1).
Pocatek soufadnicového sytému v P;.
Orientace 0s: x ~ Py, Po, y =~ Py, Py.

P

1 d F

|

| di4

| dr2

d/4 P F;_
1
R
R E
P
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Priklady pouziti rekurze Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze

58. Konstrukce po dvojicich ¢tvercu

Vrcholy Ctverctl v i-tém rekurzivnim kroku: P1('), Pg), Pé’), P() (vnéjsi Ctverec) a
PV PO PY PO (vnitini Etverec):

PU T X0 %0 PU X0+ d] 40

R X0 d [ 0 | [P0 [x0+d | 7052
P [ x01d|yD+d P(’) x4+ g 1 y04d
P‘(l’) x(7) y) +d Pé’) x() y) 4 g

Vrcholy ¢tverc v i + 1-tém rekurzwmm kroku posunuty o hodnotu i , velikost strany
se zmensi na polovinu d*" =

P1(/+1) X1(i) +% y1(/) +% Pg‘+1) X1(/+1) +g y1(/+1)

Pém) Xz(i) _ % y2(i) o+ % Péi+1) X1(I+1) +d y1/+1) + %'
P§i+1) Xg) 7g y:gi) B % P§i+1) X1(/+1) + g y1(/+1) +d
P£i+1) X‘Ei) +d y‘Ei) _d Pg+1) X1(/+1) y1(i+1) + g
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Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze
59. Zapis zdrojoveho kddu

def square2 ( x, y, d, draw):
if d>0: #Podminka ukonceni rekurze

#Kresba ctverce 1
draw.line((x,y, x + d,y), ’black’ );
draw.line((x + d, y, x +d, y + d), ’black’);
draw.line((x + d, y + d, x, y + d), ’black?’);
draw.line((x, y + d, x, y), ’black’);
#Kresba ctverce 2
draw.line((x +d // 2, y, x +d, y + d//2), ’black’);
draw.line((x +d, y+d // 2, x +d // 2, y + d), ’black?’);
draw.line((x +d // 2, y +d, x, y +d // 2), ’black’);
draw.line((x, y +d // 2, x +d // 2, y), ’black’);
#Rekurzivni volani funkce
square2(x +d // 4, y+d // 4, d // 2, draw)

Volani funkce:

from PIL import Image, ImageDraw

im = Image.new(’RGB’, (800, 600), color=’white?’)
draw = ImageDraw.Draw(im)

d=10

square2(0, 0, d, draw)
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Priklady pouziti rekurze Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze

60. Konstrukce spiraly rekurzi

Zkonstruujte za pouziti rekurze spiralu.
Délka spiraly d, zkraceni spiraly Ad.

d
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Priklady pouziti rekurze Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze

61. Rozbor problému

Lze problém fesit prostfednictvim rekurze?
@ Uloha je dekomponovatelna na tlohy stejné tfidy: opakovana
konstrukce jednoho zavitu spiraly tvoreného 4 UseCkami.
@ V dalSim kroku rekurze nedochazi k zesloziténi problému.
@ Podminka ukonceni rekurze: d — Ad <= 0.

Mozné feSeni problému:

Zkonstruujeme jeden zavit spiraly tvofeny 4 segmenty.

Délky prvniho a druhého segmentu d, délka tfetiho a ¢tvrtého
segmentu d — Ad.

Stejnym zplsobem rekurzi zkonstruujeme dal$i zavity.
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62. Znazorneni spiraly

Vztah mezi zavity z i-tého a i 4+ 1 kroku.
Pocatek soufadnicového sytému v P;.
Orientace 0s: x ~ Py, Po, y =~ Py, Py.

P ad .
4 Ad

Nt

d-Ad

d-Ad D
Rekurze.
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Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze
63. Konstrukce spiraly

Vrcholy zavitu v i-tém rekurzivnim kroku: P\, PY) P{) P Délka o)

P1(’) ’) + d () y1(’)

[0 (” +d0 [y 4 g®)
Py 3” +d0 |y 4 g0
PO | X0+ ad |y +d0)

Nova poloha vrcholu P = Py 4 Ad.
Zména délky segmentu zavitu d*" = d() — 2Ad.

(i+1) P(i+1) P(i+1).

Vrcholy zavitu v j-tém rekurzivnim kroku: P, (1) P s Py

PUD T X L ad | v + Ad

P(’+1) XV —ad | yP + Ad
GHRENO Q

P; X3 —Ad | y3” — Ad

PUO T XDy ad |y — ad
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Jednoducha kresba s vyuzitim rekurze
64. Zapis zdrojoveho kddu

def spiral(x, y, d, diff, draw):

if d - diff > 0 : #Test ukonceni rekurze
draw.line((x, y, x + d, y), ’black’);
draw.line((x + d, y, x + d, y + d), ’black’);
draw.line((x + d, y + d, x + diff, y + d), ’black’);
draw.line((x + diff, y + d, x + diff, y + diff), ’black
#Rekurzivni volani spiraly
spiral(x + diff, y+diff, d-2 * diff, diff, draw)

Volani funkce:

m = Image.new(’RGB’, (800, 600), color=’white’)
draw = ImageDraw.Draw(im)

d = 600

diff = 10

spiral(0,0, 4, diff, draw);

im.show()
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.
65. Kochova vloCka

Autorem Niels Fabian Helge von Koch.
Patfi mezi prvni objevené fraktalni krivky.

Geometricky Gtvar vznikly opakovanym rekurzivnim délenim rovnostranného
trojuhelniku.

Princip konstrukce:

@ Kazda ze stran trojuhelniku rozdélena na tfetiny.

@ Nad prostfedni stranou vytvoren novy rovnostranny trojuhelnik, jehoz vrchol lezi
vné plvodniho trojuhelniku.

@ Z nového rovnostranného trojuhelniku odstranéna zakladna a pokracuje se
bodem 1.

Kochova vloCka vznikne opakovanim tohoto postupu n krat.

Délka d Kochovy vloCky se s kazdym krokem prodlouzi o % celkova délka Kochovy
vloCky
4.5
d=( 3) .
Pro n déleni plati
lim (d) = oco.
n—oo
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Pfiklady pouziti rekurze Konstrukce Kochovy vlocky rekurzi

66. Kochova viocka

Kochova vliockapron=1,n=2,n=3, n=4.
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Konstrukce Kochovy vlocky rekurzi
67. Postup konstrukce Kochovy vlioCky

Rekurzivni déleni provadéno nad kazdou ze tfi stran trojuhelniku.
Znamy soufadnice koncovych bodd Py = [xq, 1], P2 = [X2, yo] strany trojahelniku.
Uréujeme soufadnice bodu Ps, P4, Ps tvofici koncové body novych segment.

V kazdém kroku vznikaji Ctyri nové segmenty, vysledkem strom ¢tvrtého stupné.

Smérovy vektor v, normalovy vektor w,d L.
7:(X2—X1) 7:(}’2—}’1)
Yo =1 X1 — X2
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Konstrukce Kochovy vlocky rekurzi
68. Vypocet souradnic vrcholl

Soufadnice bodil Py, Py, P;

(a) = 3 )ealz ) (2)
¥3 - Y1 3\ ye—y1 )’ Y5
X4 _ 1 x+x Yo —n
<,V4) - 2(y1+y2)+a<x1—x2)'

Vyska hv A(Py, Ps, Q)

(%)
o=y )’

Wl

(5 )+

Parametr o
h  d 1

Bod P,

() = al(0m) (%0
Y4 2 ity V3 I\ X1 — X '
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Konstrukce Kochovy vlocky rekurzi
69. Zapis zdrojoveho kddu

def koch(xl, yi, x2, y2, n, draw):

if n>1: #Podminka ukonceni rekurze
#Strana 1
koch(x1l, y1, x1 + (x2 - x1) / 3, y1 + (y2 - y1) / 3, n - 1, draw)
#Strana2
koch(xl + (x2 - x1) / 3, y1 + (y2 - y1) / 3, (x1 + x2) / 2 + (y2 - y1) / (2 * sqrt(3)), \

(y1 +y2) / 2+ (x1 - x2) / (2 * sqrt(3)), n - 1, draw)
#Strana 3
koch((x1 + x2) / 2 + (y2 - y1) / (2 * sqrt(3)), (y1 + y2) / 2 + (x1 - x2) / (2 * sqrt(3)), \
x1+ (x2 - x1) 2 /3, y1 + (y2 - y1) * 2/ 3, n - 1, draw);

#Strana 4
koch(xl + 2 *(x2 - x1) / 3, y1 + 2 *(y2 - y1) / 3, x2, y2, n - 1, draw)

else: #Vykresli segment
draw.line((x1, y1, x2, y2), ’black’)

Volani funkce:
m = Image.new(’RGB?, (800, 600), color=’white’)

draw = ImageDraw.Draw(im)
d = 600

h=2

koch(100, 100, 100 + d, 100, h, draw);

koch(100 + d, 100, 100 + 0.5 * d, 100 + d * sqrt(3) / 2, h, draw);
koch(100 + 0.5 * d, 100 + d * sqrt(3) / 2, 100, 100, h, draw);
im.show()
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Priklady pouziti rekurze Vhodnost/nevhodnost rekurze

70.

Vhodnost/nevhodnost rekurze

P¥i praci s rozsahlymi daty jsou rekurzivni algoritmy neefektivni
Znacné naroky na pamét.

Lze ji pouzit, pokud pocCet rekurzivnich volani roste linearné
Funkce by méla obsahovat pouze jedno rekurzivni volani sama
sebe.

Pro kazdé rekurzivni volani vytvofeni nové sady lokalnich
proménnych, jejich ulozeni do zasobniku a nasledné vyjmuti
(znacna hw. rezie).

Nevhodna zména hodnoty proménné ovliviujici ukonceni rekurze

zpUsobi nekonecnou rekurzi.

Pro rozsahlé datové soubory maze “dojit pamét” dfive, nez
nalezeno feSeni.

Strucny, ale nepfili§ prehledny kéd

Nékdy neni jasné, co algoritmus déla.

Pouziva se u feSeni probléma, kde neni znamo nerekurzivni
reseni.
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71. Prevod rekurze na iteraci

Cilem zefektivnéni algoritmu, zejména snizeni narokl na pameét.
Kazdy rekurzivni algoritmus Ize prepsat na iteracni.

U nékterych jazyk(l jedina moznost k provadéni iterace predstavuje rekurze
(nepouzivaji cykly).

MozZnosti pfevodu rekurze na iteraci:

@ Jednoducha rekurze
Néhrada jednim cyklem (preference) i vyuziti zasobniku popf. kombinace.

@ Vicenasobna rekurze

Kazdé rekurzivni volani reprezentovano samostatnym vnofenym cyklem nebo
vyuziti zasobniku.

neprehledné.

Pro bézné typy problémd feSenych rekurzi existuji tzv. rekurzivni schémata: feSeni
problém0 bez rekurze.
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Pfevod rekurze na iteraci

72. Odstranéni jednoduché rekurze zasobnikem

Kombinace z&sobniku (Stacku) + cyklu.

Dva kroky:

@ Prevod lokalnich proménnych na globalni.
Lokalni proménné procedury/funkce prevedeny na globalni
vzhledem k rekurzivni funkci.
@ Prevod rekurze bez lokalnich promennych na iteraci.
Rekurzivni podminka pfevedena na fidici podminku cyklu
Proménné a mezivysledky pfidavany do zasobniku a nasledné
dopocitavany jako pfi zpétné rekurzi.
Nevyhodou velka reZie spojena se zasobnikem, hardwarové narocné.
Preferujeme cykly, pokud je to mozné.
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Pfevod rekurze na iteraci

73. Jednoducha rekurzivni funkce & Stack

f (n): #Rekurzivni funkce: prima rekurze
S =0;
S.append(D(n)); #Hodnota D pro n
i = n; #Ridici promenna cyklu
while i == podminka:
Ci; #Blok prikazu, fce i, sestupne

res_old = S.pop(); #Vyjme predchozireseni
res = D(i,res_old) #Aktualizace reseni

S.append(res) #Pridani noveho reseni
E._i; #Blok prikazu, fce n vzestupne
i--; #Dekrementace i
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Pfevod rekurze na iteraci

74. Fibonacciho Cisla zasobnikem

fib (n):
S=[1;
S.append (0);
S.append (1);
while n > 1:

fi = S.pop(); #i clen

fi_1= S.pop(); #i-1 clen

fii = fi + fi_1; #i+1l clen

S.push(£fi); #Pridani jako i-1 clenu
S.push(fii); #Pridani jako i clenu
n--;

Opét neefektivni, v kazdé iteraci dvoji pfidavani a vybér ze zasobniku.
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Pfevod rekurze na iteraci

75. Rekurzivni schémata

Rada navrht algoritmil vede k jejich rekurzivni implementaci.

Zakladni rekurzivni implementace vétsiny algoritmd jsou podobné,
vedou ke vzniku rekurzivnich schémat.

Nejcastéjsi rekurzivni schémata:

@ schéma if-else: F = {G, if P then F }
@ schéma while-do: F = {G, while P do F }

V obou pfipadech nema smysl rekurzi pouzivat, Ize ji snadno nahradit
iteraci.
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76. Rekurzivni schéma if-else

Casto pouzivané rekurzivni schéma s jednim volanim.

Nahrada Uplné podminky dvojici cykld.

Nejprve vyfeSena kladna ¢ast podminky, v samostatném cyklu vétev else.

c QO:
if podminka(x):
A(x)
cO
B(x)
else:
D(x)
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cQO:

n=20

while podminka(x):
A(x)
nt+=1

D(x)

while (n !=0)
B(x);
n-=1

Rekurze.
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Pfevod rekurze na iteraci

77. Rekurzivni schéma while-do

Rekurzivni schéma s jednim volanim opakovano v cyklu, dokud splnéna podminka.
Nahrada rekurze dvojici cykld + zaména cyklu while za do-while.

cO:
while podminka(x):
A(x)
cO
B(x)
D(x)
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cQO:
n = 0;
do:
while podminka(x):
A(x)
n+=1
D(x)
if (n==0) return;
n-=1
B(x)
while (n!=0)

Rekurze. 77177
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