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Analyza efektivity algoritmu

1. Efektivita algoritmu

Efektivita algoritmu je dulezitou vykonostni charakteristikou.
Vykonnostni charakteristiky algoritml nelze ignorovat.
Casové a materialni Uspory.

Efektivni algoritmus fesi problém s minimalnimi naroky na HW.
Strategie "Time Is Money”.

Optimalni vyuziti existujicich prostfedku”.

Pozor na zdanlivé nepodstatné detaily.

Nejrychlejsi vs. optimalni reSeni:

Nejjednodussi zpravidla nejpomalejsi, ale implementa¢né jednoduché.
Nejrychlejsi velmi narocné na implementaci (Casove kritické aplikace).
V praxi pouzivano optimalni, kompromis (bézné aplikace).

Hodnoceni efektivity empiricky nebo matermatickou analyzou.
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2. Analyza efektivity algoritmu

Efektivita algoritmu funkci velikosti dat a jejich typu.
Stanovena na zakladé jeho analyzy:
@ Empiricka
Srovnanim béhu > algoritmi, 3 mnoziny:
1) Random: ovéreni funkcionality.
2) Worst: schopnost zpracovat libovolna data.
3) Best: nejlepsi pripad.

@ Exaktni
Matematické analyza fad, hledani asymptotickych funkci.

Cile analyzy algoritmu:
@ Porovnani > algoritmd feSici problém: vybér optimalniho.
@ Odhad vykonnosti algoritmu: Ize ho pouzit pro problém & data?
@ Nastaveni parametr( algoritmu: co nejefektivnéjsi béh.

Chybou soustfedéni se pouze na vykonnostni charakteristiky.
Implementace a odladéni rychlého algoritmu pro libovolny vstup slozité.

Lépe pomalejsi, ale univerzalngjsi algoritmus. [EIIEITHIIIL E TR
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Slozitost algoritmu;

3. Slozitost algoritmu

Problém fesitelny vice algoritmy.
Mohou se vyrazné lisit dobou béhu (i v fadech).

Méfitelné charakteristiky: doba béhu,vypoctu, pocet instrukci, mnozstvi paméti...

@ Casova slozitost algoritmu (Time Complexity)
Doba zpracovani vstupnich dat D algoritmem A v ¢ase T

T = 7(A(D)).
@ Pamétova slozitost algoritmu (Space Complexity)
Mnozstvi paméti M pro zpracovani vstupnich dat D algoritmem A
M = u(A(D)).

Vykonani instrukce trva uréitou dobu.
Nejrychlejsi je pfifazeni, nejpomalej$i nasobeni/déleni.
Vyhybat se mocnindm a odmocnindm, velmi pomaly vypocet.
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4. Posuzovani slozitosti algoritmu

Slozitost funkci velikosti vstupnich dat a jejich hodnot
A=(D,n,..), n=D|.

A) Velikost vstupu n

Slozitost funkci velikosti vstupu n.

Exaktnim tvaru sloZity (napt. 4n° — 9n® + 20n + 27).
Pouzivan asymptoticky (limitni) odhad (napt. O(n?)).

B) Charakteristika vstupnich dat
Pro vstup n se slozitost zavisi na hodnotéch vstupu.
Napf. ndhodna setfidéna nebo reverzné setfidéna data.

SloZitost |Ize posuzovat empiricky:
@ dle nejhorsiho mozného pripadu (Worst Case).
@ dle primérné doby béhu (Average Case).
@ dle nejlepsiho mozného pfipadu (Best Case).

- Pouze relativni porovnani riiznych pfistupu.

- Zavislost na datech i HW. (e AT I F TR
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Slozitost algoritmu;

5. Doba béhu nezavisla na datech

Porovnani dvou posloupnosti:
a=A{ay,...,an},b=1{bs,..., bn}.

Prochazeni prvek po prvku:
equal = true;
for i in range(n):
for j in range(n):
if alil!= b[jl:

equal = false;
return equal;

Podet iteraci: r?.
Elementarni operace: t, pak

T =2
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6. Worst Case

Nejhorsi mozny pfipad.
Maximum z dob béhu algoritmu pro vSechny vstupy velikosti n

Tworst = max(Ti1(n), T2(n), ..., Tn(n)).

Nevhodna konfigurace vstupnich dat).

AZ o nékolik fadu vyssi nez Average Case.

Algoritmus se bude vétSinou chovat “Iépe” nez pesimisticky odhad.

V praxi k takové situaci nemusi dojit (nebo jen ve velmi fidkych pfipadech).

Vlastnosti algoritmu mohou byt timto odhadem zkresleny.

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate |Analyza efektivity algoritmu.| 8/34




7. Best Case

Nejleps$i mozny pripad.

Minimum z dob béhu algoritmu pro vS8echny vstupy velikosti n.
Tgest = min(T1(n), T2(n), ..., Ta(n))

Idealni konfiguraci vstupnich dat.

Az o nékolik radl lepsi nez Average Case.

Algoritmus se bude vétsinou chovat “hlife” nez optimisticky odhad.

V praxi k takové situaci nemusi dojit (nebo jen ve velmi fidkych pfipadech).

Vlastnosti algoritmu mohou byt timto odhadem zkresleny.
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Slozitost algoritmu;

8. Average Case

Pramérny pfipad.

Primérna doba béhu na (béznych) datech velikosti n.
Muize byt o nékolik fadu lepsi/horsi nez Worst/Best Case .
Problematické urceni, nejcasteji median.

TAVERAGE = E(T1(I7), Tg(n), ooog Tn(n))

Bézna konfigurace vstupnich dat.
Nemusi reprezentovat skute¢na data, pouhy matematicky konstrukt.

U dobfe navrzenych algoritmd rozdil mezi Best Case a Worst Case maly.
Optimalizace algoritmu: snizeni rozpéti mezi Best Case a Worst Case.
Pokud Best Case = Worst Case, nelze dale optimalizovat.

Nékteré algoritmy nepouzitelné pro vysoké TworsT-
QuickSort Taver = nlog n, Tworst = nPil.
Nahrazovan MergeSortem: Taver = Tworst = nlog n.
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9. Ukazka

Pameét/cas

A

Worst Case
Average Case

>
Velikost
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10. RAM model

Abstrakce od zavislosti na HW: riizna vykonnost.

Model abstraktniho pocitace, na kterém algoritmy implementovany.
Parametry jsou odvozeny od skuteéného pocitace.
Priklady: Turinglv stroj nebo tzv. RAM (Random Acces Machine).

Vlastnosti:

@ Konstantni ¢asova slozitost instrukci.
@ Sekvencni zpracovani instrukci.

@ Neomezeny HW (pamét).

@ Konec¢ny pocet stavu.

Nezavislost vysledkd na HW.
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Asymptoticka slozitost

11. Asymptoticka slozitost

Empirické srovnani algoritmd nepostacuije, relativni.
Algebraické (pfesné) vyjadieni slozitosti matematicky naroéné.
Umime urcit jen u jednoduchych problémd.

Nahrazeni algebraické slozitosti asymptotickym (limitnim) odhadem.

Asymptoticka slozitost pro n — oo odpovida algebraické slozitosti.
Zajima nas chovani algoritmu pro velka n.
Popisuje fad rastu funkce, zjednoduseni.

Zasady:
1) Zanedbani konstant (ignorujeme aditivni a multiplikativni konstanty).
2) Zanedbani funkci s nizkym rlstem fadu(“rychlé” ¢asti algoritmu).

Hodnoty #(n) = 0.1n? pro velk& n podobné f;(n) = 10017 + 90n.

lim fi(n) = lim f(n).

n— oo
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12. Zanedbani konstant

Predpoklad 1: Zanedbani multiplikativni konstanty c:
Necht f(n) je libovolna funkce a c libovolna konstanta, ¢ > 0. Pak funkce f(n)
a c - f(n) jsou oznaCovany jako (asymptoticky) stejné rychle rostouci.

lim ¢-f(n)= lim f(n)
n—oo n—oo
Predpoklad 2: Zanedbani aditivni konstanty a@:

Necht f(n) je libovolna funkce a d libovolna konstanta, d > 0. Pak funkce
f(n) a f(n) + d jsou oznacovany jako (asymptoticky) stejné rychle rostouci.

e )+ = fi #)
Dusledek:
Funkce f(n) a ¢ - f(n) + d jsou (asymptoticky) stejné rychle rostouci.
Stejny rad rustu.
nll?;o c-f(n)+d= nll>ngo f(n).
Funkce fi(n) = 0.1n? a f,(n) = 100n? + 90n patfi do stejné tfidy (kvadratické

funkce). [T F FH]
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|Prehled asymptotickych odhadul
13. Pfehled asymptotickych odhadu

5 asymptotickych odhadu slozitosti:
@ Asymptoticky horni odhad slozitosti ostry O(g(N)).
© Asymptoticky dolni odhad sloZitosti ostry Q(g(N)).
© Asymptoticky oboustranny odhad slozitosti: ©(g(N)).
© Asymptoticky horni odhad ¢asové neostry o(g(N))
©@ Asymptoticky dolni odhad ¢asové neostry w(g(N)).
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|Prehled asymptotickych odhadul
14. Asymptoticky horni odhad O(g(n))

llustruje nejhorsi mozny pripad doby béhu algoritmu.
Tzv. O-notace (Big O-notation).

Definice:
Pro libovoiné funkce f,g:N — N plati: f(n) € O(g(n)) < 3k € R,
dng e N, Vn > ng:

f(n) < k- g(n).
Interpretace: f roste nejvySe tak rychle jako g.

NejCastéjsi typ odhadu.
Informuje o nejpomalejSim mozném feSeni problému.
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|Prehled asymptotickych odhadul
15. Ukazka asymptotického horniho odhadu O(g(N))

: >
0 No n

Pfiklad: Plati, ze 20n? € O(n?)?. Re&eni: 20n2ﬁnﬁ]ﬁﬁfﬂm
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|Prehled asymptotickych odhadul
16. Asymptoticky dolni odhad Q(g(n))

llustruje nejlepSi mozny pripad doby béhu algoritmu.
Tzv. 2-notace.

Definice:

Pro libovolné funkce f, g: N — N plati: f(n) € 2(g(n)) < 3k € R,
dng e N, Vn > ng:

f(n) > k- g(n).
Interpretace: f roste nejméné tak rychle jako g.
Pouzivan méné castéji.
Zpravidla nas nezajima, jak nejrychleji problém vyreSime.
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|Prehled asymptotickych odhadul
17. Ukazka asymptotického dolniho odhadu Q(g(N))

I >
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|Prehled asymptotickych odhadul
18. Asymptoticky oboustranny odhad ©(g(n))

Popisuje o¢ekavanou slozitost (tj. primeérny pFipad).
Tzv. ©-notace.

Definice:
Pro libovolné funkce f,g: N — N plati: f(n) € ©(g(n)) < 3k € R,
Jdko € R,dng € N, Vn > ng:

0<ki-g(n)<f(n) <ks-g(n.

Odhad stejné rychlosti riistu, f roste stejné rychle jako g.
Nalezeni funkce, ktera roste asymptoticky stejné rychle az na konstantu.
Odpovida puvodni definici “efektivity” algoritmu.

Casto pouzivany typ odhadu.
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19. Ukazka asymptotického oboustranného odhadu

O(g(N))

k2*g(n)
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|Prehled asymptotickych odhadul
20. Ukazka ©(g(N)) odhadu

Plati, ze 9n® — 5n+ 6 € ©(n?)?
Nalezneme vhodné konstanty ki, ko
kin? <9 —5n+6 < kon?,
napr.: k1 = 8, ko = 9.
Pak 8n* <9n® -5n+6=n*>-5n+6>0,n> 3.

Pak 9n® —5n+6 <9n® = 5n>6,n> 2.
Protozen>3An>%=n>3 ny=3.
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Klasifikace algoritmu dle casove slozitosti

21. Charakteristika algoritmu dle ¢asové slozitosti

’ Slozitost ‘ Vyjadreni Charakteristika ‘

Konstantni 1 Konstantni doba béhu programu. Nezavisi na vstupnich datech.

Logaritmicka log(n) Doba béhu se mirné zvétiuje v zavislosti na N. Reseni hledano opakovanym déleni
vstupni mnoziny na mensi mnoziny (hledani v binarnim stromu).

Linearni n Doba béhu programu roste linearné s N. Zpracovavan kazdy prvek, napft.cyklus.

nlog(n) nlog(n) Doba béhu roste témér linearné. Opakované déleni vstupniho problému na mensi
problémy, které jsou feSeny nezavisle (Divide and Conquer, napt. tridéni).

Kvadraticka n? Doba béhu roste kvadraticky, vhodny pro mensi mnoziny dat. Vnoreny cyklus.

Kubicka n® Doba béhu roste s tfeti mocninou, dvojnasobné vnoreny cyklus. V praxi snaha
nahrazovat algoritmus pfedchozimi dvéma kategoriemi (Greedy algoritmy)

Exponencidlni 2n Exponencialni doba béhu. PouZitelné pro mnoziny do n=30 Aplikace v kryptografii.
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22. Ukazka Casové slozitosti algoritmi

Vstupni mnozina n = 10,100, 1000 prvka.
Pocet operaci nutnych pro feSeni problému.

| Slozitost | n=10 [ n=100 | n=1000
Logaritmickd slozitost | 1 2 3
Linearni slozitost 10 100 1000
Kvadraticka sloZitost 100 10000 1.0-10°
Kubicka slozitost 1000 1.0-10° 1.0-10°

Bikvadraticka slozitost | 10000 1.0-108 | 1.0-10%
Exponencialni sloZitost | 1024 1.3-10%0 | 1.1.10%%
Faktorialni slozitost 3.6-10% | 9.3-10%7 | 4.0- 102567
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23. Ukazka doby béhu algoritmu

Ukézka doby b&hu algoritmu pro n = 10°.

. P& (e 108 10° 1012
CPU: Pocet operaci/s ~¢-, &, ~5—.

| Slozitost CPU & | cPU 1Z | cPU 1©°
Logaritmicka slozitost hodiny vtefiny okamzité
Linearni slozitost hodiny vtefiny okamzité
Nlog(N) hodiny vtefiny okamZzité
Kvadraticka slozitost nikdy roky tydny
Kubicka slozitost nikdy nikdy meésice
Bikvadraticka slozitost | nikdy nikdy roky
Exponencialni slozitost | nikdy nikdy nikdy
Faktorialni slozitost nikdy nikdy nikdy

EEOREIREIARE 1IN MER |
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24. Grafické znazornéni algoritmu dle casové slozitosti

Vstupni mnozina: n € (0, 20)
n"3

fon

n"2
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25. Slozitost problému vs slozitost algoritmu

Problém mize byt feSen Fadou algoritmu s riznou sloZitosti: O(n®), O(n?), O(nlog n)...
Slozitost problému odpovida slozitosti efektivniho algoritmu, ktery problém fesi.

Véty o vztazich slozitosti problému a algoritmu:

Véta 1:

Problém P ma slozitost O(g(n)), jestlize pro néj existuje algoritmus fesici ho v O(g(n)).
Interpretace:

Pokud se podati nalézt algoritmus se slozitosti O(g(n)), pak ma problém i sloZitost O(g(n)).
Véta 2:

Problém P ma sloZitost Q2(g(n)), jestliZze pro néj existuje algoritmus fesici ho v Q(g(n)).
Interpretace:

Neexistuje algoritmus, ktery by problém fesil rychleji. Velmi obtizné matematické dikazy!!!
Véta 3:

Problém P ma sloZitost ©(g(n)), jestlize pro néj existuje algoritmus fesici ho v ©(g(n)).

Interpretace:
1)+2) Hledan algoritmus se slozitosti O(g(n)) + dikaz, Ze neexistuje rychlejsi algoritmus.

Tyto algoritmy v konkrétnim ptipadé nemuseji byt znamy. (EOEIIIIIIE TR
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26. Analyza slozitosti algoritmu, Bubble Sort (1/2)

def bubbleSort(x):
for i in range(0, len(x)):
for j in range(0, len(x) - i - 1):
if x[3] > x[j + 1]:
temp = x[j];
x[j]1 = x[j + 1];
x[j + 1] = temp;

Hledame ¢asovou funkci 7(f(n)) a asymptoticky horni odhad O(g(n)).
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27. Analyza slozitosti algoritmu, Bubble Sort (2/2)

Zavislost na vstupnich datech.

Vnéjsi cyklus for, proménna i, probéhne n krat.
Vnitfni cyklus for, proménna j, probéhne nejvyse n — 1 krat.

Pro setfidénou posloupnost neprovedeno zadné prohozeni x[i] a x[i + 1].
Pro nesetfidénou posloupnost provedeno n — 1 prohozeni x[i] a x[i + 1].
Pro béznd data bude pocet prohozeni v intervalu (0, n — 1).

Casova funkce

fln) = n—14+n-2+..4+2+1+0,
n—1
= (0+n—- 1)T,
oo
2 2
Zanedbani konstant a nevyznamnych ¢lenu:
g(n) =P
Algoritmus néleZi do kvadratické tfidy O(n?). [ EIHIHL E T
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Slozitost problemul

28. Trida slozitosti algoritmu

Zavadény pro kategorizaci problémd0 dle jejich sloZitosti.
Rozclenéni probléma do tfid téze slozitosti umoznuije:

@ Odhalovat vzdjemné podobnosti t&chto problémd.

@ Reseni jednoho problému pfevodem na jiny problém.
Vétsina problému ma limitni hranici sloZitosti, po jejimz dosazeni jiz
algoritmus nelze urychlit.

Definice:
Pro funkci f : N — N oznacujeme tfidou ¢asové sloZitosti v(f(n)) mnoZinu
problému P, které Ize Fesit s Casovou sloZitosti O(f).

P e r(n) C7(n-logn) C 7(n?) C 7(n®) C 7(2").
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29. Tridy slozitosti

Dvé zakladni tfidy sloZitosti:

@ tfida slozitosti PTIME (problémy rychle feSitelné),

@ tfida slozitosti NPTIME (problémy rychle verifikovatelné).
Trida slozitosti PTIME:
Do této tfidy patfi problémy fesitelné algoritmy s polynomialni
slozitosti: O(n°).

PTIME = | v(n°)
c=0
Problémy, pro néz existuje polynomialni algoritmus.
Vypocetné snadné, zvladnutelné, problémy.
V praxi nej¢astéji pouzivany algoritmy se slozitosti:
O(n), O(nlog(n), O(r), O(r®).
Nejznaméjsi problémy ttidy PTIME: aritmetické operace, tfidéni,

vyhledavani, nékteré grafové ¢i geometrické aldofiird [TTTTTTIT F [TT]
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30. Deterministicky vs. nedeterministicky algoritmus

Stru¢né pfipomenuti:

Deterministicky algoritmus:
Pfi opakovaném stejném vstupu x; € X dava stejné vysledky y; € Y,
kde Yi = F(X,')

Fo)=F(x).  Vxi=ux

Ke kazdé hodnoté vstupu definovana hodnota vystupu.
Bézny pristup pouzivany v matematice, ne vzdy efektivni.

Nedeterministicky algoritmus
Pfi opakovaném stejném vstupu x; € X dava rtizné vysledky y; € Y

F(xi) # F(x;), VX = X;.

Ke kazdé hodnoté vstupu definovana vice variant vystupu.
Algoritmus se rozhoduje nahodne/pseudonahodne pomalost

v

EXlStU] | algorltmy, pro které deterministické fe SiE l" i|l\“i H i““ h 1T F
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31. Trida slozitosti NPTIME

Ttida algoritmu

NPTIME = | ] =(n°)
c=0
NP problémy obtizné feSitelné ale verifikovatelné.
Rozhodovatelné nedeterministickymi polynomiélnimi algoritmy v
polynomiélnim ¢ase O(n°), ¢ > 0.
Existuje verifikaCni algoritmus pracujici v polynomialné omezeném case.
Vztah mezi PTIME a NPTIME:

PTIME C NPTIME nebo PTIME = NPTIME?
Dalsi tridy:
@ NP-complete
Nelze nalézt exaktni feseni, Ize verifikovat.
@ NP-hard
Nelze nalézt exaktni feSeni ani verifikovat.
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32. Priklady NP-UpInych problému

V soucasné dobé existuje pfes 1000 NP-Uplnych problém.
Neni znam polynomialni algoritmus jejich feseni.
Casto velmi podobné problémdm, u kterych existuje polynomialni algoritmus.
Ptiklady NP-UpInych problém:
@ TSP problem (problém obchodniho cestujiciho): navstiveni v8ech
vrcholl grafu praveé jednou, délka cesty nejkratsi.

@ Problém k barev: obarveni vrchold grafu tak, aby zadné dva sousedni
vrcholy nebyly obarveny dvéma stejnymi barvami.

@ Problém batohu: Jak naskladat do batohu predméty znamého tvaru tak,
aby zabiraly co nejméné mista?

@ Loupeznicky problém: rozdéleni mnoziny na dvé podmnoziny se stejnym
souctem.

@ Faktorizace prvocisel.
NP-UpIné problémy Ize Fesit pFiblizné: aproximacni algoritmy.
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