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Metoda nejmensich ctvercu

1. Metoda nejmensich Ctvercu

Autorem Carl Friedrich Gauss (1795) ve veéku 18 let.

PouZzivana pfi zpracovdani dat zatizenych chybou pro nalezeni
nejvhodnéjsiho odhadu.

Odhad spliuje podminku MNC, minimalizuje sumu kvadrdt
odchylek vstupnich hodnot.

Jedna z nejcastéji pouzivanych technik, nevyhodou mala
robustnost vU&i chylbbdm vstupnich velicin

Vhodnd v pfipadech, kdy jsou chyby vzdjemné nezdvislé,
nekorelované, 1j. E(A) =0

e

Pro tyto pripady je metoda nejvhodnéjsim existujicim odhadem:
Gauss-Markovuv teorém.
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2. Princip MNC

Na intervalu (a, b) n diskrétnich hodnot xg, ..., X, a funkce
y = f(Xo, ...y Xn)-

Predpoklad: hodnoty jsou nekorelované.

Hieddme nejlepsi aproximaci f ozna&enou jako f

=Y api(x),  CeR.

Odchylka p(ay, ..., an) od aproximacni funkce
p(Gho, -... an) = (F(x) - 1).

Hleddme a, ..., a, tak, aby
p’(ag, ..., Q Za,go, 2 = min. )

byla minimalizovédna suma kvadrdtd odchylek, 1j. minimalizovala
odchylku p od funkce f.
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3. Odvozeni MNC klasicky (1/3)
Plati

pPo= (f() f)? = f(x) - f(x) - 2f - f()+f~f)

n

= ZOI@/ X/ Z 190/ 2f-ZO,<p,(X)+f-f.

i=1 i=1

Hleddme extrém této funkce, minimum, s vyuZitim parc. derivaci

892(017~-~7On) — O
ooy
9p*(Qo, .., On) 0
0an o
Pak
dp?(ap, ...,
%—2201% (X) - pi(x) — 2f - ZSDJ
J i=0
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4. Odvozeni MNC klasicky (2/3)

Plati

n n
> api()e(x) =Y @) ©
i=0 i=0

Rozepsdanim vyrazu dostaneme
Qoo - o+ Q1o - @1+ ..+ Anpo-on = F- g
Qe o+ a1 @1+ ..+ Onpr-on = ey
Qopm o+ Nem-p1+ ...+ Arpm-on = F-pm

soustavu normdlnich rovnic s nezndmymi g; s Grammovym determinantem.
Ovéreni minima

9p*(Q0, --., On) n
0, ---y Un
o oa? 2;%(’0 g(x) >0 Vva.
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5. Odvozeni MNC klasicky (3/3)

Skaldrni soucin funkci f - g

f-g=> fx)g0x).

k=0

Normdini rovnice prejdou do tvaru

A Y eo(X)eo(Xk) + a1 > wo(Xi)e1 (%) + -+ an > eo(X)en(x) =
k=0 k=0 k=0

A Y e106)e0(Xk) + a1 > e1(X)e1 (%) + -+ an > er1(X)en(x) =

k=0 k=0 k=0
n n n
A Y em(X)Pa(X) + A1 Y em(Xi)e1 (%) + -+ O > em(X)en(X) =
k=0 k=0 k=0
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Metoda nejmensich ctvercu

6. Priklad (1/2)

Aproximace dat polynomem prvniho stupné: ¢g(x) = 1, ¢1(x) = x. Aproximacni funkce
ma tvar f(x) = ag - 1 + ayx. Hodnoty ddny fabulkou, k=2

Xk

F(%)

1.1

52

[
I
w

~
|l
o

2
a0 Y wo(X)va(X) + a1 Y eo(Xi)er (%)
k=0 k=0
2

a0 Y e1(X)%o(X) + a1 > @1 (X)er (%)

k=0 k=0
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k=0
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Z 1 <Xy = 8 Z 1. f(Xk) =82 ZXka =30 ZX[(- f(Xk) =30.9
k=0 k=0 k=0 k=0
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7. Priklad (2/2)

Normdaini rovnice prejdou na tvar

3ap+8a; = 8.2.
8apg+30a; = 30.9.

Re$eni soustavy:

ao = —0.0462, a; = 1.0423,

Hledand aproximace ?(x) funkce f(x)

f(x) = —0.0462 + 1.0423x.
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8. Maticovy zapis MNC (1/2)

Na intervalu (a, b) n diskrétnich hodnot xi, ..., x, a funkce F.
Hledand aproximace F funkce F:
F = Ax.
Rezidua p (tzv. fitting problem)
o=Ax—F. ©))
Aplikujeme podminku MNC

o'p = (Ax—F)'(Ax —F) = (xX’AT —F")(Ax — F) = min.
= x'ATAx - FTAx — x"ATF + F'F
x"ATAx — 2xTATF + F'F.
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9. Maticovy zdpis MNC (2/2)

Hleddme minimum funkce funkce

de'p _
Ox '
Pak ;
92'P _ 5aTax — oATE — 0.

19)4

Plati
A'Ax = FA.
Vysledny vztah
-1
X = (ATA) A'F. )
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10. Dalsi moznosti minimalizace p

Vazend metoda nejmensich &tvercu

[wpp] = min.

Pourziti u vstupnich hodnot nestejné presnosti.
Kazdd hodnota disponuje vahou w.

Minimalizace L; normy

[lol] = min.

Lépe reaguje na pritomnost hrubych chyb v datech.
Vyrazné slozitéjsi vypocet.
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Vyrovndni méreni pfimych

11. Vyrovnani méreni primych (1/2)

Mérend velicina urcena opakované a nezdvisle.
Jednotliva méfenil = {h, ..., [} s vahamiw = {w;, ..., wp}.
Pokud w; = 1, pak aplikace MNC, jinak vazend MNC.
Opravy ~odchylky )
v=El -1 E=1 ®)

Aplikujeme podminku MNC

viwy = (El—1)’W(EI—I) = min.
— (E'W - I'W)(ET 1)
— T E'WET — I"'WEI — T E'WI + I"'WI.
Pak
OvVIWv

5= 2ETWEI — I"'WE — E'WI = 0.
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Vyrovndni méreni pfimych

12. Vyrovndni méreni primych (2/2)

Plafi
E'WEI=E'WI = 1 = (ETWE)~'E"WI. @)
Vzorec Ize prepsat do tvaru
i— E'WI
~ ETWE
predstavujiciho vazeny pramér
i Zr):] wil;
=== —. @)
Sl h
Aritmeticky prameér pro w; = 1
7 Zn:] I
| = ==—. ®
Yk n
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Vyrovndni méreni pfimych

13. Stredni chyba aritmetického primeéru

Aplikujeme zdkon hromadéni sttednich chyb

me = ﬂ me+ ..+ ol m2
"=\ an h dln -

2
—2 W Wh o
mj (ni) m/] IF c00 IF <7) mi,
Doin Wi Z/ 1 Wn

Pak

1

2,2 2,2
= = (Wimjp 4 wpmy).

(2 wi)?
Viechna méfeni se stejnou chybou m? = mj. Pak
= m%Z,L W _ mg
CLiw)? YL wi
Nevdzend varianta
—2 m%
my = —.
n
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14. Vypocet empirické stredni chyby (1/2)

n e
Nelze pouzit vzorec m = 4/ @ hodnoty e nezndmé. Plati

L—1,
v = I—1
Pak B
E—V:L—I:ET:>E:€7+V.
Umocnéni
&2 = 672 + QVs7+ V2.
Sumace
n n n n
S = EY ve+ > v
i=1 i=1 i=1 i=1
n
2 2
= neE4+y Vv
i=1
PouZijeme

j— il - YilE

n ! n
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15. Vypocet empirické stredni chyby (2/2)

Pak

n

n N2 n
Sd=n(HE) + 2%
i=1

i=1
Aplikujeme stfedni hodnotu E, prejdeme ke stfednim chylbbdm

() - ()

i=1

nm = M+ nm\2,.
Plati n

.} =2

m-= m
n—-1""

YLiEiE
ERV, = ==L

Zavedeme ¢ =~ v, vztah m = prejde na

n
i1 ViV
N b
n

Empirickd stfedni chyba, ve jmenovateli pocet nadbytecnd méreni

S ArET an
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Vyrovndni méreni pfimych

16. Vlastnosti vyrovnané veliciny

@ jednoznacnost (metoda je konvexni),

Q@ “snadny” vypocet,

Q splnuje fyzikdalni zakony, S~ Wwvv ~ zdkon setrvacnosti,
@ Vyrovnand hodnota ma nejveétsi pravdépodobnost,

@ Ze vsech odhadl nejmensi stfredni chyba.

Pozor na hrubé chyby, jedna detekovatelnd, vice chyb obtizne,
ovlivAuji negativné vyrovnanou velicinu.
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Vyrovndni méreni zprosttedkujicich

17. Vyrovndani méreni zprostredkujicich (1/3)

Nejcastéji pouzivand varianta vyrovndni.
Nezndmé veliCiny se nedaji méfit primo, urCuji se z méfenych
pomoci funk&nich vztahu.

Predpokldddme, Ze vstupni hodnoty | nekorelované.

Vyrovnand hodnota funkci n proménnych

1= F(x) 2
Oprava
v=FXx) -1

F obecné nelinedrni (x se nevyskytuji v prvni mocning),
provedena linearizace

F(x) = F(x%) + Ax.
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Vyrovndni méreni zprosttedkujicich

18. Vyrovndani méreni zprostredkujicich (2/3)

Pak
v=Fx% +Ax-1

Aplikace Taylorova rozvoje
OF(X)
_ F(y0 _
v=F(X")+ X /X:Xde I
Zavedeme redukovanou vstupni hodnotu
I'= F(x%) — 1.

Upraveny tvar normdalnich rovnic

OF(x)
X

v=I+ /y—x0 QX . 13)
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Vyrovndni méreni zprosttedkujicich

19. Vyrovndani méreni zprostredkujicich (3/3)

Plafi
9F (x) OFn1 (%)

F ox; .t OXn an ... i
885(")/X_X0= /XXO( e e | =A
o) | 2l Gm - O
Matice A je Jakobidn soustavy.
Vysledny tvar normdinich rovnic
v=Adx+/I. (14)

Nebo

Vi ay ... Qip ax, h
| = +1 ... ] 15)
Vn Ofﬂ Onn an In
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Vyrovndni méreni zprosttedkujicich

20. Aplikace podminky MNC

Podminka
v/Wv = min.

Pak
(Adx + IN"W(Adx + 1) = (dx’ATW + (I)] W)(Adx +I') = min

—  odx'ATWAOX + (I WAdX + ax"ATWI + (
Hleddme extrém funkce

OvIWv
0

— 2ATWAdx+ (I)"WA + ATWI =0
= ATWAdx + ATWI' = 0.
Re$eni normadlnich rovnic
dx = —(ATWA)"'TATWI' = —_N~TATWI'. (16)
[ ————— 2/%



Vyrovndni méreni zprosttedkujicich

21. UrCeni vyrovnanych velicin
Urceni nezndmych

x = x% 4 dx. anzn

Vypocet oprav
v=Adx+/I. (18)

UrCeni vyrovnanych velicin

ae

Il
AL
<

Kontroly

Wvv] = [WvI],
Wvv] = [Wvl'k].
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Vyrovndni méreni zprosttedkujicich

22. Stredni chyby

Empirickd stfedni chyba

i \/:
My = | &=5—— ), (20)
kde n — k je pocCet nadbytecnych méfeni (k nutnych k urceni

vyrovnané veliciny).
Stfedni chyby vyrovnanych velicin

My, = Moy / Q/J, @n

Q=—-(ATWA)"', 22)

Q]] Q]n
Q= (23)
@n] “ee an
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23. Priklad, bez linearizace

Aproximace dat polynomem prvniho stupné, aproximacni funkce ma tvar
y = ag - 1 + ayx. Hodnoty dany tabulkou, k=2

Xk 1 2 5
y(x) | 1.1 ] 1.9 | 62

Reseni bez linearizace, koeficienty ag, a; v prvni mocniné.

Vi = Go+aiXy—W,
Vo = Qg+ hXo — Vo =
V3 = Oo+ O1X3 — V3,

1 X a 1% 1 1 a 1.1
v=1| 1 x (GO)— vo | = 1 2 (GO)— 1.9 |.
1T X ! V3 1 5 ! 5.2

A\ ar, _  —0.0462
x=(A'4) AL_( 1.0423 )
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Vyrovndni méreni zprosttedkujicich

24, Priklad, s linearizaci 1/2
UrCime priblizné hodnoty konstant
=0 d=1-5ad"=[0,1]

Plafi
y=ay 1+ ayx.

Linearizace, TaylorGyv rozvoj 1. stupné
y(a) = +Z o dGIJ = y(°) + 1o dag + X] o dan,
= X+ 1-dag+ x-day.
Opravy
v=x+1-dog+x-day—y=dag+ x-day + (x —y).
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L Viomenimdterigrosieckfoic |
25. Priklad, s linearizaci 2/2

Jakobiho matice a vektor oprav

T X X1 =W
A = T X U= -y |,
T X3 X3 — V3

da = —(ATA)AATL’.
Numericky
A:(l é) y:(‘§ﬂ> o= (%2
15 —0.2
Pak
R )
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26. Priklad (1/3)

Na stanovisku P méfeny 3 Uhly:
Z/APB =90.51°, /BPC = 89.52°, /CPA = 180.10°. UrCete

vyrovnané hodnoty dhld.
Z obrdzku plyne, ze k = 2.
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27. Priklad (2/3)

Sestaveni funkcnich vztah:

R = Xx.
F2 = Xo.
F3 = 360° — (x7 + Xp).

1 0 X]O—/] 0
A(O 1) I’< Xg—lg )( 0 )
=1 = 3600—X]—X2—/3 -0.13
100
W - (o 1 0).
0 01
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Vyrovndni méreni zprosttedkujicich

28. Priklad (3/3)

Vypocet dx
dx = —(ATWA)~'ATWY
0.0433
ax = - ( 0.0433 >
Vypocet oprav v
0.0433
v=Adx+I=—| 00433
0.0433

Vypocet vyrovnanych hodnot

90.51 0.0433 90.4667
1= 8952 | - 00433 | = 894767 |.
180.10 0.0433 180.0567
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