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1. Uvod

V prirodnich védach nas zajimaji jak kvalitativni tak kvantitativni
charakteristiky.

Kvantitativni charakteristiky zpravidla urCovany méfenim: délka, thel,
¢as, odrazivost...

Pfi opakovaném méreni ziskame rdzny vysledek = rusivé vlivy.

ZvySeni presnosti: lepSi metodika, pfesnéjsi pfistroj, snizeni vlivu
okolnich chyb.

Vysledek méfeni nahodnou veliinou.

Vv,

stanoveni meze spolehlivosti (chyba).
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2. Veli¢ina a jeji chyba

Priblizna x (méfena) a skuteCna X (neznama)
Skutecna chyba ¢
e=X—-x e>0e X>xle<0s X <x.

UrCeni skutecné hodnoty
X=Xx+e.

Odhad skuteCné chyby e

] = [X — x| < ex.

Plati

X—ex < X< X4ex = X = X L ey.
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3. VeliCina a jeji chyba

Jedno méreni = zadné méreni

X1 :X—51,x2:X—sg,...,xn:X—en
Skutecna chyba
g = X - Xi. (1)
Skute¢na hodnota
X=X +¢.

X nebyva zndma, misto ni zavadime vyrovnanou hodnotu Xx.
Oprava

Vi=X— X. (2)
Relativni chyba
€
Er = —o - 3
X] 3)
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4. Typy chyb

Existuji Ctyfi zakladni skupiny chyb:
Q@ Omyly
Spatna metodika, nespravny postup, omyl.
© Hrubé chyby
Méfeni za nepfiznivych okolnosti.
Odstranéni opakovanym meéfenim, mozno detekovat v datech.
Kazda metoda a postup ma stanovenu presnost: chyby v mezich
jsou nevyhnutelné, nad tyto meze hrubé.
© Nahodné chyby A
Nahodné hodnoty, vzajemneé nezavislé.
@ Systematické chyby c
Podobné hodnoty, vzajemné zavislé.

Nahodné a systematické chyby patii mezi nevyhnutelné chyby, nelze
je eliminovat Zzadnou méfickou technikou.
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5. Nahodné a systematické chyby

Nahodné chyby A

Nahodny charakter, proménlivé za stejnych podminek, stejné metodice.
Vzajemné nezavislé, nelze jejich hodnoty predvidat.

E(A)=0.

Systematické chyby c
Nabyvaji podobnych hodnot, ovlivnény néjakym faktorem v podobné mife.
Maji stejnou systematickou slozku, vzajemneé zavislé (korelované).

@ Konstantni:
stejna velikost a znaménko, nelze vyloucit méfenim/vypoctem:
xi=X-cxo=X—-c¢c,...,.xp=X—-cC

@ Proménliveé:
Hodnoty rdmcové proménlivé, av8ak nikoliv zcela ndhodné, E(c) =¢.

Skutec¢na chyba

ei=Aj+¢ (4)
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6. Zakon hromadéni nahodnych chyb

Nahodné chyby jednotlivé nepodléhaji zakonitostem, jako celek pro né plati pravidla
jako u nahodnych jeva.

Tt Gaussovy zakonitosti:

Z1: Malé chyby se vyskytuji Castéji nez velké chyby.

Z2: Chyby nad urcitou mez se nevyskytuji.

Z3: Pravdépodobnost vzniku kladné/zaporné chyby je stejna.

Elementarni chyba §

Nahodna chyb vznika linearni kombinaci vétsiho poctu elementarnich chyb § rizné
velikosti, jejichz znaménko je nahodné (sectou se ¢i odectou).

Velka chyba: stfet elementarnich chyb s kladnymi znaménky.
Mala chyba: sttet elementarnich chyb s riznymi znaménky.

o= )
j=1

Veliina

m m
X,‘ZX*S,‘, Ef:Z(sj,,‘:}X,‘:XfZéj,i
j=1 j=1
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Zakon hromadéni nahodnych chyb

7. Ukazka rozlozeni chyb

/

cetnost
60 -

A
40\

20]
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8. Zakladni soubor a rozlozeni chyb

Veliinu X urCujeme z konecného poctu méreni tvorici aproximaci
zakladniho souboru.

Rozlozeni hodnot pfiblizné odpovida Gaussovu rozdéleni.
Stredni hodnoty chyb a veli€in

E(0)=0,E(s) =0,E(x) = X. (6)
Predpoklad plsobeni nahodnych chyb

n n
. oy . "X
I|mZ:’I—71’—0, Ilmz’#’—X.

Predpoklad pusobeni systematickych chyb

n
. Y- . X _
Ilmz’,—;’:c, Ilm%:X—C.
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Zakon hromadéni nahodnych chyb

9. Ukazka polohy ¢: systematické chyby

O

+&4

)
™
R

Q -~
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10. Pfesnost veliiny X

Hodnotu veliCiny X Ize odhadnout (méfit) riiznymi metodami s riznymi hodnotami
elementarni chyby.

Kazdou z metod Ize charakterizovat riznym souborem hodnot ¢;.

Za presnéjsi oznacujeme takovou metodu, ktera méa vici jiné metodé mensi rozptyl x;
kolem stfedni hodnoty.

Hodnotu rozptylu Ize méfit

@ stfedni chybou o, 02 = V/(x).
@ pramérnou chybou,
@ pravdépodobnou chybou.

Variance V/(x)
Druhy centralni moment

V(x) = E(x — E(x))? = E(A%) = o°.
U skute€nych chyb definujeme zakladni stredni (kvadratickou) chybu m
m? = E(x — X)? = E(¢®) = m = \/ E(?).

Mocnina zakladni stfedni chyby je stfedni hodnota ze ¢tverce skuteCné chyby.

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Pfirg Zakony hromadéni chyb. 12/27



11. Vlastnosti zakladni stredni chyby

Charakterizuje soubor hodnot jako celek, hodnoti jeho pfesnost.

Cim vétéi hodnota m, tim mensi presnost.

Plati i pfi vyskytu systematickych chyb, byva nazyvana dplnou varianci.
Pozor: E(A2) # E(£?)

E(e?) = E((A + ¢)?) = E(A% + 2Ac + ¢?)
Pak
E(?) = E(A?%) + 2E(A)E(c) + E(c?)
Plati
m =0+ (7)
Zakladni stfedni chyba obsahuje vliv nahodné i systematické slozky.

Ctverec zakladni stiedni chyby je souétem &tvercu variance a stredni
hodnoty systematické slozky (poloha centra).
Zakony hromadéni chyb. 13/27



12. DalSi charakteristiky presnosti

Empiricka stredni chyba m

Nahodna veliina, spoétena z kone¢ného souboru n méreni.
Odmocnina z primeérné hodnoty ¢tverce chyb

Mezni chyba ¢,

n g2
m= 4/ 2’771 o (8)
Nejvétsi pripustna chyba.

Volena jako 2-3 nasobek zakladni stfedni chyby (do intervalu padne
95% méreni).
£q € (2m,3m) . 9)
Primérna chyba v
Prvni moment, primérna hodnota absolutni chyby.
v = E(le]). (10)
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13. Z&kon hromadéni skutecnych chyb

Ukazuje vliv chyb vstupnich veli¢in na jejich funkce.

Jeho znalost umoznuje volit metody a pfistroje poskytujici vysledek s
pozadovanou presnosti.

Predpoklad: chyby vstupnich veli¢in vzajemné nezavislé.

Dana:
Funkce f n proménnych x1, X, ..., X, , diferencovatelna, spojita

y = f(X1,X2, ...,Xn).

Vstupni chyby argumentt 1, e, ...., ep.

Hledame:
Chybu funkce .

Odvozeni diferencidlem nebo Taylorovym rozvojem.
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14. Odvozeni zakonu hromadéni skutecnych chyb
Plati

f+er= f(X1 —|—61,X2—|—52,...,Xn+6n)

Taylor(iv rozvoj, neuvazujeme chyby vysSich fadu, existence derivaci

£+ er = FXer—=Xa)/g + e+ X v v 2 iR
= 8X1 = 8X2 0 <2 8)(,, 0 0 2

Pak

f f f
Ef:i -E1+i .52+n_+i -ep+ Ro
19)¢ 0 OXo 0 O0Xn 0

Zakon hromadéni skute¢nych chyb:
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15. Varianta: leva strana také funkci

Slozitéjsi pfipad, leva strana vztahu téz funkci

g(f) = f(x1, X2, ..., Xn).
Pak

+ %9 cer = FXoxer—Xa)/y + . o 46+ + ) iR
of o f= 7o 6X1 €1 2 8xn o n 2.

8X2
Modifikovana varianta zakona hromadéni skuteCnych chyb
iy PN Ly (12)
of i=
Pouziti: kosinova véta

c=vV@&+bP— . ec=1(.)"Peat..
C =a +b2—ésc=2—0[(23+.)53+.
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16. Obracena uloha

Urceni skute¢nych chyb argument tak, aby chyba funkce neprekrocila za danou hodnotu.
Chyby vstupnich hodnot opét nezavislé.
Rovnice o vice proménnych, Ize fesit pouze pfi stanoveni vhodnych poc¢atecnich podminek.

Dana:

Funkce f n proménnych xq, xo, ..., xn , diferencovatelnd, spojita
y= f(X1 » X2y ey Xﬂ)'

Chyba funkce &f.

Hledame:

Chyby argumentu g4, €5, ...., &n.

Dvé zéakladni varianty:

@ Princip stejného vlivu,
@ Rovnost odhadu absolutnich chyb.
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17. Princip stejného vlivu

Plati

of of of
B T 0 &R TF oo U T “En

e E w—
ox1/ 4 X2/ o OXn/ o

Podminka: jednotlivé Eleny rozvoje se uplatni stejnou hodnotou

of of _of

87)(1 0'51:67)(2 0'62:..—87)(” O'En.
Pak
gfr=n if ° &ff
= 8x,- 0 "
Vysledny vztah
&= (13)
OX;

0

V nékterych ptipadech nelze pouzit, prili§ vysoké pozadavky pfesnosti na argumenty.
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18. Rovnost odhadu absolutnich chyb

Predpokladame, ze v§echny argumenty maji byt ureny se stejnou
hodnotou skute¢né chyby.

Vliv jednotlivych ¢lend bude rdzny.

Podminka
g4 =82 = ..- = Epn—8.
Pak
B 8X1 / an/ 8xn/0)'
€
! 8x, /
Vysledny vztah
Ef
g = 7.
Z/ 1 6)(,
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19. Za&kon hromadéni stfednich chyb

Skute€né chyby v praxi nebyvaji, na rozdil od stfrednich chyb, znamy.
Ptedpoklady:

@ “Sudé” rozdéleni pravdépodobnosti, E(ei) = 0
@ Chyby jsou vzajemné nezavislé.
@ Funkce jsou spojité a diferencovatelné.

Dana:
Funkce f n proménnych xi, Xz, ..., Xn , diferencovatelna, spojita

y = f(x1, X2, ..., Xn).

Vstupni chyby argumentt my, mo, ...., mp.

Hledame:
Chybu funkce my.
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Zakon hromadéni stfednich chyb

20. Odvozeni zakona hromadeéni stfednich chyb (1/2)

Vyjdeme ze vztahu

Y R Ay AN Y
= 8X1 0 ! 8xz 0 2 OXn 0 "

Umocnime na druhou a preusporadame

e (20 2, (2 : of ’
fef = axi/ o N 2%/ o g2 ) +..+ oxn/ o “&n | +
+

LA U A Y
x1/ o ! 2/ o 2 Oxn 0 nre
Aplikujeme E
of 2 of 2 of 2
E = E|(— . E|(l — . A+ E|| =— .
(erer) [(8X1 /o 61) + <8X2/0 52) e [(8Xn/o En)

of of of
2E(— ~e1)E( — ~e0)...E(— .
(6x1 0 &) (8x2/0 e2) (axn/o en) +
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21. Odvozeni zdkona hromadéni stfrednich chyb (2/2)
Plati
m = E(f)  E(er)=0.

V8echny smiSené ¢leny vypadnou.
Pak

A .m2+8—f .m2++a—f -m2+o
N 8X1 0 1 aXZ 0 2 o 8Xn 0 n ’

Zakon hromadéni strednich chyb
n 2
— of _
m2 — E : m:
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22. Varianta: leva strana také funkci (1/2)

Slozitéjsi pfipad, leva strana vztahu téz funkci

g(f) = f(x1, X2, ..., Xn).
Pak

(3/,9) = Galve) + (Gl =) v+ (5e/ =)+
— € = — -€ — - € €
af) o " oxi/ o o/ o ° xn/ o "
of of of
2 — 08 = ° BRoco =—— .
oxy/ o ox2/ ¢ Oxn/ o

Aplikace stfedni hodnoty

(/)] = el G/ o)) e/
+2E(%/0-51)E(%/0-52)...5(%/0-5,,)+...
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23. Varianta: leva strana také funkci (2/2)

Pak

=2(09/ \N° _ (9 ) =N\ (9 ) =N,
f of 0 f X 0 1 8X2 o 2,
ol 78f m i
cee 8Xn 0 n .

Modifikovana varianta zakona hromadéni stfednich chyb
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24. Obracena uloha

Ur&eni skute¢nych chyb argumentd tak, aby chyba funkce neptekrocila za danou hodnotu.

Dana:

Funkce f n proménnych x4, xo, ..., Xn , diferencovatelna, spojita
Y= f(X1 y X2y -y Xn)~

Chyba funkce m;.

Hledame:

Chyby argumentl my, mo, ...., Mp.

Dvé zakladni varianty:

@ Princip stejného vlivu,
@ Rovnost odhadu absolutnich chyb.
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25. Princip stejného vlivu

Jednotlivé Cleny maji stejny vliv

of | N () mN = (2 mY
0Xq 0 L - O0Xo 0 2 - OXn 0 "

Pak
meal 2L [ m)
a 8X,' 0 !
Vysledny vztah B
my
mi=——. (17)
Vidi/s
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