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Predstavme si situaci, kdy chceme otestovat rovnost stfednich hodnot néjaké spojité veliciny u vice
skupin. Napiiklad mame populace desetiletych chlapcu z péti statt Evropy a chceme otestovat, zda je
popula¢ni prumér vysky téchto chlapcu stejny ve vSech téchto péti zemich. Formalné bychom to zapsali
takto:

211, .-, %1n, = VySky vybranych desetiletych chlapct z 1. zemé

21, .-, Tan, = VySky vybranych desetiletych chlapct z 2. zemé

Z51,...,%5n, = vySky vybranych desetiletych chlapct z 5. zemé.
Vsimnéte si, ze vybéry nemuseji byt stejného rozsahu, tedy ni,...,n5 mohou byt obecné ruzna ¢&isla.
Oznacime jakozto pi, pia, ..., us stiedni vysky (alias populacni prumeéry vysek) chlapcu v jednotlivych

zemich. Chceme testovat hypotézu

Ho:pn = pe = ps = pa = pi5 (1)

proti alternativni hypotéze H;, ze Hj neplati, tedy existuji alespon dvé populace, které nemaji stejnou
stfedn{ hodnotu. Navic predpoklddejme, ze dany znak (pro nds tedy vyska desetiletych chlapci) mé
normalni rozdéleni, tedy

Xi1, ..., Xin, je vybér z N(uy,0?)
Xo1, ..., Xon, je vibér z N (u2,0?)

Xs1,. .., Xsn, je vyber z N(us, 0?).

Nékoho by mohlo napadnout pouzit dvouvybérovy t-test na kazdou dvojici (tedy celkem 10 dvojic)
a nasi hypotézu Hjy zamitnout, pokud alespon pro jednu z téch 10 dvojic nas t-test zamitne rovnost
stfednich hodnot. Problém s timto pfistupem je, ze takto sestrojend metoda by nedodrzela celkovou
hladinu testovani a. Kdyby v kazdém t-testu byla hladina «, tak tedy pravdépodobnost, ze v kazdém
z téchto t-testu zamitneme nulovou hypotézu, kterd plati, je rovna a. AvSak kdyz mame velky pocet
skupin, provadime t-testu opravdu mnoho a pravdépodobnost, Ze alesponn v jednom z nich zamitneme
rovnost stfednich hodnot se s po¢tem skupin zvysuje, a tedy i celkovd hladina nasi metody, kterd bude
ve vysledku urcité vétsi nez a.

Test rovnosti stfednich hodnot je tedy potieba provést pro vSechny vybéry najednou, nikoli sekvenéneé.
To umoznuje metoda zvand analyza rozptylu. Na ¢em je zalozena? Podivejte se na obrazky nize, na
nichz jsou vykresleny hodnoty néjakého kvantitativniho znaku ve tfech ruznych skupindch, a zkuste si
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7e prumeéry jednotlivych skupin (oznacené ¢ervenymi puntiky) maji na obou obrdzcich stejné hodnoty.
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Obrazek 1: Hodnota spojité veli¢iny (veli¢ina Y) v jednotlivych skupindch definovanych kategoridlni
veli¢inou X. Cervené je znazornén vybérovy prumeér v kazdé skupiné, ¢arkovand ¢ara znézornuje celkovy
prumér vypocitany ze vSech pozorovani.
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rozptylenost ¢ervenych prumeéru kolem celkového prumeéru je na Obrazku 1b relativné mald v porovnani s
rozptylenosti bodu v jednotlivych skupinéch. Zato na Obrézku 1a je rozptylenost ¢ervenych bod pomérné
velkd vzhledem k rozptylu bodu uvnitf skupin. Pii testu rovnosti stiednich hodnot tedy staéi porovnat
rozptyl hodnot v jednotlivych skupindch s rozptylem pruméra skupin. Piesné na tomto pozorovani je
zalozena ”analyza rozptylu” (angl. ANalysis Of VAriance).

Piedpoklady

Prvnim predpokladem je, Ze pozorovani v jednotlivych vybérech jsou nezavisla a ze i vybéry jsou
navzajem nezavislé. Tento predpoklad se nijak netestuje, pouze je potieba si jeho rozumnost oduvodnit
z designu pokusu.

Druhym piedpokladem je, ze vybéry pochazeji z normalniho rozdéleni. Tento predpoklad se
otestuje pomoci Shapiro-Wilkova testu, ktery se PO provedeni analyzy rozptylu aplikuje na tzv. standar-
dizovand rezidua. Vice o tom za chvili.

Poslednim predpokladem je to, ze vybéry pochézeji z rozdéleni se shodnymi rozptyly. Tomuto
jevu se fikda "homoskedasticita’a testuje se pomoci Leveneova nebo Bartlettova testu. Detailni vyklad
téchto testi by piesahoval rdamec tohoto textu, proto se spokojime pouze s jejich praktickym pouzitim v
programu R, kde se vzdy na zdkladé p-hodnoty rozhodneme, zda shodu rozptyli muzeme piedpoklddat,
nebo ne. Kazdy z téchto testu je konstruovan zcela jinak a pii pouziti na shodnd data muzeme dostat
ruzné vysledky (a to dokonce p-hodnoty vedouci k opaénému zavéru). Pfi vybirdni vhodného testu je
potieba mit na paméti, ze Bartlettuv test je citlivy zejména na splnéni predpokladu normélniho rozdéleni.
Nicméné jak se pozdéji ukéze, predpoklad shodnych rozptylu neni zcela nezbytny a existuje modifikace
analyzy rozptylu, kterd se bez shodnych rozptylu obejde.

Formalni zapis analyzy rozptylu

Misto zkoumdani rozdili vybérovych praméru (jak to ¢ini dvouvybérovy t-test) se analyzuje kolisan{
vybérovych prumeéru kolem celkového pruméru. Nejprve si zavedeme znacenti:

e K = pocet skupin (v pifkladu z tivodu bylo K = 5)

:><I

° = celkovy vybérovy prumeér (na Obrazku 1 zndzornén ¢ernou carkovanou ¢arou)

e X, = prumér i-tého vybéru (na Obrdzku 1 zndzornéné cervenymi puntiky)
e n= Zfil n; = celkovy pocet pozorovéani (ze vSech skupin dohromady).

Principem metody je rozklad celkového rozptylu, ktery v datech je, na variabilitu mezi skupinami a
variabilitu uvnitt skupin. Formalné to muzeme zapsat takto:

YN (Xu-X)?= an()_(z —X DD (X - X))

i=1 t=1 i=1 t=1
(celkovd variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnitt)

Jednotlivé soucty ¢tvercu ze vzorecku vyse maji nasledujici oznaceni a vyznam.

e celkovd variabilita St = Efil Sor (X — X.)? oznacuje celkovy rozptyl zkoumané veliciny, kterd
v datech je (jednd se o soucet ¢tvercovych odchylek jednotlivych pozorovani od celkového praméru)

- o . K > > .. .. - .
e variabilita prumeéra Sy = Zi:l ni (X, — X”)2 oznacuje tu ¢ast variability pozorovéani, kterou lze
vysveétlit tim, Ze pozorovani patii do ruznych skupin s ruznou stfedni hodnotou

e rezidudlni (zbytkovd) variabilita S, = Zfil S (X — X;)? je ta ¢dst celkové variability, kterd v
datech zbude i kdyz pfipustime rozdilné stFfedni hodnoty ve skupindch

Aby soucty ¢tvercu vyse byly pravoplatnym odhadem rozptyla, je potfeba je jesté vydeélit tzv. stupni
volnosti. Dostdvame tak prumérné ¢tverce (mean squares):



o MSy = —-5r (kde oznatime fr =n — 1)
o MSy= 71554 (kde oznacime fy = K — 1)

e MS, = ﬁS@ (kde oznacime f. =n — K)

Vsimnéte si, ze také pro stupné volnosti plati vztah fr = fa + fe. Pramérny étverec M .S, je odhadem
onoho spole¢ného rozptylu o2, znaéi se s> a nazyvé se rezidualni rozptyl. Tedy

K Uz

o = n_lKZZ(X“_Xi-)Q' 2)

i=1 t=1

Rigorézni porovnani rozptylu v rdmci skupin a rozptylu mezi skupinami se provadi pomoci F-statistiky,
ktera je podilem téchto dvou rozptyli:
_ Sa/(K—1)  MSy 3)
- S./(n—K) MS,’
Je-li variabilita mezi skupinami mens{ nebo srovnatelnd s variabilitou uvniti skupin (tj. Fi4 je mald), neni
divod Hj zamitat. Je-li vSak meziskupinova variabilita vétsi nez vnitroskupinova (tj. Fa je velkd, jak
je tomu napf. na Obrazku la), tak stfedni hodnoty skupin prohldsime za ruzné a zamitneme nulovou

hypotézu. Kvantitativni hranice pro to, kdy uz je statistika F4 moc velkd, je ddna kvantilem Fisherova-
Snedecorova rozdéleni (zkrécené jen F-rozdéleni) se stupni volnosti f4 a f.. Tedy Hy zamitnu pokud

_ SA/(K -1
Se/(n— K)
Pozndmka pro experty:. (mozno preskocit) Za platnosti Hy je taktéz rozptyl M S odhadem o2. Pokud

Hy neplati, ma M S, tendenci byt vétsi nez o2. Tedy, pokud Hy plati, je testovd statistika F4 podilem
dvou vyrazi odhadujicich tutéz véc (0?) a méla by byt tedy ptiblizné rovna jedné.

Fy

Fa > Fryp.(1—a). (4)

Vystupem analyzy rozptylu je tabulka, kterd ma v prvnim sloupci uvedeny jednotlivé slozky vari-
ability (v prvnim fadku je variabilita, kterd je vysvétlend ruznymi stfednimi hodnotami ve skupindch
definovanych kategoridlni proménnou) a v dalsich sloupcich jsou jednotlivé Gtverce a testovd statistika.
Potadi sloupct se muze v ruznych statistickych programech liit. Stejné tak posledni fadek mnohdy chybi.

variabilita H soucty ¢tvercu \ stupneé volnosti \ prumérné ¢tverce \ testova statistika \ p-hodnota

skupiny Sa fa=K-1 My =Sa/fa Fa D
rezidudlni S, fe=n—K M. =S./f.
celkova St fr=n-1

Test predpokladu o normalnim rozdéleni

Po provedeni analyzy rozptylu je potieba se vratit k predpokladu, ze vSechny vybéry pochazeji z normalniho
rozdéleni. Az nyni jsme totiz schopni tento predpoklad rigorézné otestovat. K testovani se pouzije kla-
sicky Shapiro-Wilkuv test, avSak aplikovany na takzvana ”standardizovand rezidua’. Podivejme se nyni
podrobngji, o co se jedna. Predpokladdme-li, Ze skupiny maji ruzné stfedni hodnoty, pfedpokladdme
vlastné, ze pozorovani X;; (t-té pozorovani z i-tého vybéru) spliiuje model

Xit = b+ vi + €4, (5)

kde p je jakysi zéklad pro stfedni hodnotu, ~y; je korekce pro stfedni hodnotu i-tého vybéru a e;; je
néjaky zbytek (reziduum). Plati tedy, ze EX;; = p + ;. Kdyz vSechna pozorovdn{ X;; ocistime od
rozdilnych stfednich hodnot, zbydou ndm pouze rezidua e;;. Tato rezidua se jesté ddle standardizuji (aby
meéla nulovou stiedni hodnotu a jednotkovy rozptyl) a pak teprve se na né muze provést Shapiro-Wilkuv
test. Divodem, pro¢ se toto déla je to, ze Shapiro-Wilkiv test potfebuje, aby vstupni data byla stejné
rozdélend (tj. méla mimo jiné stejnou stfedni hodnotu). Kdybychom do Shapiro-Wilkova testu nasypali
piimo hodnoty Xj;;, nebylo by toto splnéno, protoze pfipoustime, ze vybéry mohou mit riuzné stiedni
hodnoty. Standardizovana rezidua v R-ku ziskdme pomoci piikazu rstandard(nazev_modelu).



Mnohonasobné porovnavani

Je-li zamitnuta Hy : u1 = ... = pg, tak nds zajimé, u kterych dvou skupin jsou ty stfedni hodnoty
odlisné. K tomu slouzi Tukeyuv test. Ten umoznuje porovndni vybérovych prumértu od vsech dvojic
soucasné, a to pii dodrzeni celkové hladiny a. i-t4 a j-ta skupina jsou prohlaseny za rozdilné, pokud

_ _ s2 /1 1

|Xi- - Xj-| > QK,n—K(l - a) 5 <m + nj)? (6)
kde s? je rezidudln{ rozptyl (vzorec (2)) a &fslo qx.n— (1 — ) by se naslo v tabulkdch (jedna se o kvantil
rozdéleni tzv. studentizovaného rozpéti). V R-ku se tento test provadi piikazem TukeyHSD a jeho vystupem
jsou konfidenéni intervaly pro jednotlivé rozdily p; —pt; a déle také p-hodnoty pro test diléich hypotéz Hj :
ti = ;. VSechny tyto intervaly spolehlivosti a p-hodnoty berou v tvahu to, kolik dvojic je porovnavano
a zachovavaji celkovou hladinu testovani a. Odtud také pochazi zkratka HSD v ndzvu metody, ktera
znamend ,honest significant difference“. Rozdilné stfedni hodnoty jsme prokazali u téch dvojic, u nichz
interval spolehlivosti neobsahuje nulu, nebo pfislusnd p-hodnota je mensi nez 0.05. V R je mozné tyto
intervaly spolehlivosti pfehledné graficky znézornit pomoci piikazu plot (TukeyHSD (nazev_modelu)).

Co délat pri nesplnéni predpokladu

Nesplnéni predpokladu shodnych rozptylta

Pokud nelze pfedpoklddat shodné rozptyly (tj. Bartlettuv ¢ Leveneuv test zamitd homoskedasticitu), nic
se nedéje, protoze existuje jednoducha modifikace analyzy rozptylu pro nestejné rozptyly. V R-ku k jeho
provedeni sta¢i pouzit piikaz oneway.test. Jeho vystupem vSak bohuzel neni klasicka tabulka analyzy
rozptylu, ale pouze hodnota testové statistiky a p-hodnota, podle které je potieba se orientovat. Pro
mnohondsobné porovnani v piripadé nestejnych rozptylu jiz nelze pouzit Tukeyho metodu, ale je potieba
zvolit néjakou jinou metodu.

Nesplnéni predpokladu normality

Pokud Shapiro-Wilkuv test aplikovany na standardizovana rezidua zamitéd predpoklad normélniho rozdéleni,
muzeme cely vysledek analyzy rozptylu zahodit, protoze pouziti této metody nebylo opravnéné. Misto ni
je potteba se uchylit k poradovému testu, ktery se nazyva Kruskaltiv-Wallistv test.

Kruskaluv-Wallisuv test je zobecnénim dvouvybérového Wilcoxonova testu a jeho jedinymi predpoklady
je, aby naSe vybéry byly vzdjemné nezavislé a aby pochézely ze spojitych rozdéleni. Podobné jako Wil-
coxonuv test, ani Kruskaltuv-Wallisuv test netestuje rovnost stfednich hodnot jednotlivych vybéra, nybrz
shodu celych jejich rozdéleni (coz specidlné znamend i shodu stfednich hodnot). Tedy:

Hy : rozdéleni zkoumaného znaku je ve vSech skupindch stejné
H; : neplati Hy

Predstavme si, ze shrneme vSechna data dohromady (bez ohledu na piislusnost ke skupiné) a pfidélime
jednotlivym hodnotdm potadi (podle velikosti) v rdmci tohoto sdruzeného vybéru. Pak jako T; oznacime
soucet poradi od hodnot, které puvodné piislusely i-tému vybéru. Testova statistika Kruskalova-Wallisova

testu mé tvar X«
12 T?
= -+ -3 1 7

=1

kde n = Zfil n;. Nulovou hypotézu zamitneme, bude-li

Q> i1 (1 - a), (8)

kde x%_,(1 — a) je kvantil x? rozdéleni s K — 1 stupni volnosti. V R-ku se tento test provad{ pomoci
ptikazu kruskal.test.

Mozné véas napadne, zda-li lze i v tomto piipadé provést mnohondsobné porovnavani a v piipadé
zamitnuti Hy identifikovat rozdilné skupiny. Mozné to je, ale nepouziva se k tomu Tukeyho test, nybrz
test jiny, ktery vSak jiz pfesahuje rdmec tohoto textu.



