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Představme si situaci, kdy chceme otestovat rovnost středńıch hodnot nějaké spojité veličiny u v́ıce
skupin. Např́ıklad máme populace desetiletých chlapc̊u z pěti stát̊u Evropy a chceme otestovat, zda je
populačńı pr̊uměr výšky těchto chlapc̊u stejný ve všech těchto pěti zemı́ch. Formálně bychom to zapsali
takto:

x11, . . . , x1n1 = výšky vybraných desetiletých chlapc̊u z 1. země

x21, . . . , x2n2 = výšky vybraných desetiletých chlapc̊u z 2. země

...

x51, . . . , x5n5 = výšky vybraných desetiletých chlapc̊u z 5. země.

Všimněte si, že výběry nemusej́ı být stejného rozsahu, tedy n1, . . . , n5 mohou být obecně r̊uzná č́ısla.
Označ́ıme jakožto µ1, µ2, . . . , µ5 středńı výšky (alias populačńı pr̊uměry výšek) chlapc̊u v jednotlivých
zemı́ch. Chceme testovat hypotézu

H0 : µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = µ5 (1)

proti alternativńı hypotéze H1, že H0 neplat́ı, tedy existuj́ı alespoň dvě populace, které nemaj́ı stejnou
středńı hodnotu. Nav́ıc předpokládejme, že daný znak (pro nás tedy výška desetiletých chlapc̊u) má
normálńı rozděleńı, tedy

X11, . . . , X1n1 je výběr z N (µ1, σ
2)

X21, . . . , X2n2
je výběr z N (µ2, σ

2)

...

X51, . . . , X5n5
je výběr z N (µ5, σ

2).

Někoho by mohlo napadnout použ́ıt dvouvýběrový t-test na každou dvojici (tedy celkem 10 dvojic)
a naši hypotézu H0 zamı́tnout, pokud alespoň pro jednu z těch 10 dvojic náš t-test zamı́tne rovnost
středńıch hodnot. Problém s t́ımto př́ıstupem je, že takto sestrojená metoda by nedodržela celkovou
hladinu testováńı α. Kdyby v každém t-testu byla hladina α, tak tedy pravděpodobnost, že v každém
z těchto t-test̊u zamı́tneme nulovou hypotézu, která plat́ı, je rovna α. Avšak když máme velký počet
skupin, provád́ıme t-test̊u opravdu mnoho a pravděpodobnost, že alespoň v jednom z nich zamı́tneme
rovnost středńıch hodnot se s počtem skupin zvyšuje, a tedy i celková hladina naš́ı metody, která bude
ve výsledku určitě větš́ı než α.

Test rovnosti středńıch hodnot je tedy potřeba provést pro všechny výběry najednou, nikoli sekvenčně.
To umožňuje metoda zvaná analýza rozptylu. Na čem je založena? Pod́ıvejte se na obrázky ńıže, na
nichž jsou vykresleny hodnoty nějakého kvantitativńıho znaku ve třech r̊uzných skupinách, a zkuste si
odpovědět na otázku, na kterém obrázku vám skupiny připadaj́ı odlǐsněǰśı a proč. Všimněte si přitom,
že pr̊uměry jednotlivých skupin (označené červenými punt́ıky) maj́ı na obou obrázćıch stejné hodnoty.
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(b)

Obrázek 1: Hodnota spojité veličiny (veličina Y ) v jednotlivých skupinách definovaných kategoriálńı
veličinou X. Červeně je znázorněn výběrový pr̊uměr v každé skupině, čárkovaná čára znázorňuje celkový
pr̊uměr vypoč́ıtaný ze všech pozorováńı.
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Pravděpodobně jste si odpověděli, že skupiny se jev́ı odlǐsněǰśı na Obrázku 1a. Důvodem je to, že
rozptýlenost červených pr̊uměr̊u kolem celkového pr̊uměru je na Obrázku 1b relativně malá v porovnáńı s
rozptýlenost́ı bod̊u v jednotlivých skupinách. Zato na Obrázku 1a je rozptýlenost červených bod̊u poměrně
velká vzhledem k rozptylu bod̊u uvnitř skupin. Při testu rovnosti středńıch hodnot tedy stač́ı porovnat
rozptyl hodnot v jednotlivých skupinách s rozptylem pr̊uměr̊u skupin. Přesně na tomto pozorováńı je
založena ”analýza rozptylu”(angl. ANalysis Of VAriance).

Předpoklady

Prvńım předpokladem je, že pozorováńı v jednotlivých výběrech jsou nezávislá a že i výběry jsou
navzájem nezávislé. Tento předpoklad se nijak netestuje, pouze je potřeba si jeho rozumnost od̊uvodnit
z designu pokusu.

Druhým předpokladem je, že výběry pocházej́ı z normálńıho rozděleńı. Tento předpoklad se
otestuje pomoćı Shapiro-Wilkova testu, který se PO provedeńı analýzy rozptylu aplikuje na tzv. standar-
dizovaná rezidua. Vı́ce o tom za chv́ıli.

Posledńım předpokladem je to, že výběry pocházej́ı z rozděleńı se shodnými rozptyly. Tomuto
jevu se ř́ıká ”homoskedasticita”a testuje se pomoćı Leveneova nebo Bartlettova testu. Detailńı výklad
těchto test̊u by přesahoval rámec tohoto textu, proto se spokoj́ıme pouze s jejich praktickým použit́ım v
programu R, kde se vždy na základě p-hodnoty rozhodneme, zda shodu rozptyl̊u můžeme předpokládat,
nebo ne. Každý z těchto test̊u je konstruován zcela jinak a při použit́ı na shodná data můžeme dostat
r̊uzné výsledky (a to dokonce p-hodnoty vedoućı k opačnému závěru). Při vyb́ıráńı vhodného testu je
potřeba mı́t na paměti, že Bartlett̊uv test je citlivý zejména na splněńı předpokladu normálńıho rozděleńı.
Nicméně jak se později ukáže, předpoklad shodných rozptyl̊u neńı zcela nezbytný a existuje modifikace
analýzy rozptylu, která se bez shodných rozptyl̊u obejde.

Formálńı zápis analýzy rozptylu

Mı́sto zkoumáńı rozd́ıl̊u výběrových pr̊uměr̊u (jak to čińı dvouvýběrový t-test) se analyzuje koĺısáńı
výběrových pr̊uměr̊u kolem celkového pr̊uměru. Nejprve si zavedeme značeńı:

• K = počet skupin (v př́ıkladu z úvodu bylo K = 5)

• X̄.. = celkový výběrový pr̊uměr (na Obrázku 1 znázorněn černou čárkovanou čarou)

• X̄i. = pr̊uměr i-tého výběru (na Obrázku 1 znázorněné červenými punt́ıky)

• n =
∑K

i=1 ni = celkový počet pozorováńı (ze všech skupin dohromady).

Principem metody je rozklad celkového rozptylu, který v datech je, na variabilitu mezi skupinami a
variabilitu uvnitř skupin. Formálně to můžeme zapsat takto:

K∑
i=1

ni∑
t=1

(Xit − X̄..)
2 =

K∑
i=1

ni(X̄i. − X̄..)
2 +

K∑
i=1

ni∑
t=1

(Xit − X̄i.)
2

(celková variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnitř)

Jednotlivé součty čtverc̊u ze vzorečku výše maj́ı následuj́ıćı označeńı a význam.

• celková variabilita ST =
∑K

i=1

∑ni

t=1(Xit − X̄..)
2 označuje celkový rozptyl zkoumané veličiny, která

v datech je (jedná se o součet čtvercových odchylek jednotlivých pozorováńı od celkového pr̊uměru)

• variabilita pr̊uměr̊u SA =
∑K

i=1 ni(X̄i. − X̄..)
2 označuje tu část variability pozorováńı, kterou lze

vysvětlit t́ım, že pozorováńı patř́ı do r̊uzných skupin s r̊uznou středńı hodnotou

• reziduálńı (zbytková) variabilita Se =
∑K

i=1

∑ni

t=1(Xit − X̄i.)
2 je ta část celkové variability, která v

datech zbude i když připust́ıme rozd́ılné středńı hodnoty ve skupinách

Aby součty čtverc̊u výše byly právoplatným odhadem rozptyl̊u, je potřeba je ještě vydělit tzv. stupni
volnosti. Dostáváme tak pr̊uměrné čtverce (mean squares):
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• MST = 1
n−1ST (kde označ́ıme fT = n− 1)

• MSA = 1
K−1SA (kde označ́ıme fA = K − 1)

• MSe = 1
n−KSe (kde označ́ıme fe = n−K)

Všimněte si, že také pro stupně volnosti plat́ı vztah fT = fA + fe. Pr̊uměrný čtverec MSe je odhadem
onoho společného rozptylu σ2, znač́ı se s2 a nazývá se reziduálńı rozptyl. Tedy

s2 =
1

n−K

K∑
i=1

ni∑
t=1

(Xit − X̄i.)
2. (2)

Rigorózńı porovnáńı rozptylu v rámci skupin a rozptylu mezi skupinami se provád́ı pomoćı F-statistiky,
která je pod́ılem těchto dvou rozptyl̊u:

FA =
SA/(K − 1)

Se/(n−K)
=
MSA

MSe
. (3)

Je-li variabilita mezi skupinami menš́ı nebo srovnatelná s variabilitou uvnitř skupin (tj. FA je malá), neńı
d̊uvod H0 zamı́tat. Je-li však meziskupinová variabilita větš́ı než vnitroskupinová (tj. FA je velká, jak
je tomu např. na Obrázku 1a), tak středńı hodnoty skupin prohláśıme za r̊uzné a zamı́tneme nulovou
hypotézu. Kvantitativńı hranice pro to, kdy už je statistika FA moc velká, je dána kvantilem Fisherova-
Snedecorova rozděleńı (zkráceně jen F-rozděleńı) se stupni volnosti fA a fe. Tedy H0 zamı́tnu pokud

FA =
SA/(K − 1)

Se/(n−K)
≥ FfA,fe(1− α). (4)

Poznámka pro experty:. (možno přeskočit) Za platnosti H0 je taktéž rozptyl MSA odhadem σ2. Pokud
H0 neplat́ı, má MSA tendenci být větš́ı než σ2. Tedy, pokud H0 plat́ı, je testová statistika FA pod́ılem
dvou výraz̊u odhaduj́ıćıch tutéž věc (σ2) a měla by být tedy přibližně rovna jedné.

Výstupem analýzy rozptylu je tabulka, která má v prvńım sloupci uvedeny jednotlivé složky vari-
ability (v prvńım řádku je variabilita, která je vysvětlená r̊uznými středńımi hodnotami ve skupinách
definovaných kategoriálńı proměnnou) a v daľśıch sloupćıch jsou jednotlivé čtverce a testová statistika.
Pořad́ı sloupc̊u se může v r̊uzných statistických programech lǐsit. Stejně tak posledńı řádek mnohdy chyb́ı.

variabilita součty čtverc̊u stupně volnosti pr̊uměrné čtverce testová statistika p-hodnota

skupiny SA fA = K − 1 MA = SA/fA FA p
reziduálńı Se fe = n−K Me = Se/fe
celková ST fT = n− 1

Test předpokladu o normálńım rozděleńı

Po provedeńı analýzy rozptylu je potřeba se vrátit k předpokladu, že všechny výběry pocházej́ı z normálńıho
rozděleńı. Až nyńı jsme totiž schopni tento předpoklad rigorózně otestovat. K testováńı se použije kla-
sický Shapiro-Wilk̊uv test, avšak aplikovaný na takzvaná ”standardizovaná rezidua”. Pod́ıvejme se nyńı
podrobněji, o co se jedná. Předpokládáme-li, že skupiny maj́ı r̊uzné středńı hodnoty, předpokládáme
vlastně, že pozorováńı Xit (t-té pozorováńı z i-tého výběru) splňuje model

Xit = µ+ γi + eit, (5)

kde µ je jakýsi základ pro středńı hodnotu, γi je korekce pro středńı hodnotu i-tého výběru a eit je
nějaký zbytek (reziduum). Plat́ı tedy, že EXit = µ + γi. Když všechna pozorováńı Xit očist́ıme od
rozd́ılných středńıch hodnot, zbydou nám pouze rezidua eit. Tato rezidua se ještě dále standardizuj́ı (aby
měla nulovou středńı hodnotu a jednotkový rozptyl) a pak teprve se na ně může provést Shapiro-Wilk̊uv
test. Důvodem, proč se toto dělá je to, že Shapiro-Wilk̊uv test potřebuje, aby vstupńı data byla stejně
rozdělená (tj. měla mimo jiné stejnou středńı hodnotu). Kdybychom do Shapiro-Wilkova testu nasypali
př́ımo hodnoty Xit, nebylo by toto splněno, protože připoušt́ıme, že výběry mohou mı́t r̊uzné středńı
hodnoty. Standardizovaná rezidua v R-ku źıskáme pomoćı př́ıkazu rstandard(nazev modelu).
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Mnohonásobné porovnáváńı

Je-li zamı́tnuta H0 : µ1 = . . . = µK , tak nás zaj́ımá, u kterých dvou skupin jsou ty středńı hodnoty
odlǐsné. K tomu slouž́ı Tukeẙuv test. Ten umožňuje porovnáńı výběrových pr̊uměr̊u od všech dvojic
současně, a to při dodržeńı celkové hladiny α. i-tá a j-tá skupina jsou prohlášeny za rozd́ılné, pokud

|X̄i. − X̄j.| > qK,n−K(1− α)

√
s2

2

(
1

ni
+

1

nj

)
, (6)

kde s2 je reziduálńı rozptyl (vzorec (2)) a č́ıslo qK,n−K(1−α) by se našlo v tabulkách (jedná se o kvantil
rozděleńı tzv. studentizovaného rozpět́ı). V R-ku se tento test provád́ı př́ıkazem TukeyHSD a jeho výstupem
jsou konfidenčńı intervaly pro jednotlivé rozd́ıly µi−µj a dále také p-hodnoty pro test d́ılč́ıch hypotéz H0 :
µi = µj . Všechny tyto intervaly spolehlivosti a p-hodnoty berou v úvahu to, kolik dvojic je porovnáváno
a zachovávaj́ı celkovou hladinu testováńı α. Odtud také pocháźı zkratka HSD v názvu metody, která
znamená

”
honest significant difference“. Rozd́ılné středńı hodnoty jsme prokázali u těch dvojic, u nichž

interval spolehlivosti neobsahuje nulu, nebo př́ıslušná p-hodnota je menš́ı než 0.05. V R je možné tyto
intervaly spolehlivosti přehledně graficky znázornit pomoćı př́ıkazu plot(TukeyHSD(nazev modelu)).

Co dělat při nesplněńı předpoklad̊u

Nesplněńı předpokladu shodných rozptyl̊u

Pokud nelze předpokládat shodné rozptyly (tj. Bartlett̊uv či Levene̊uv test zamı́tá homoskedasticitu), nic
se neděje, protože existuje jednoduchá modifikace analýzy rozptylu pro nestejné rozptyly. V R-ku k jeho
provedeńı stač́ı použ́ıt př́ıkaz oneway.test. Jeho výstupem však bohužel neńı klasická tabulka analýzy
rozptylu, ale pouze hodnota testové statistiky a p-hodnota, podle které je potřeba se orientovat. Pro
mnohonásobné porovnáńı v př́ıpadě nestejných rozptyl̊u již nelze použ́ıt Tukeyho metodu, ale je potřeba
zvolit nějakou jinou metodu.

Nesplněńı předpokladu normality

Pokud Shapiro-Wilk̊uv test aplikovaný na standardizovaná rezidua zamı́tá předpoklad normálńıho rozděleńı,
můžeme celý výsledek analýzy rozptylu zahodit, protože použit́ı této metody nebylo oprávněné. Mı́sto ńı
je potřeba se uchýlit k pořadovému testu, který se nazývá Kruskal̊uv-Wallis̊uv test.

Kruskal̊uv-Wallis̊uv test je zobecněńım dvouvýběrového Wilcoxonova testu a jeho jedinými předpoklady
je, aby naše výběry byly vzájemně nezávislé a aby pocházely ze spojitých rozděleńı. Podobně jako Wil-
coxon̊uv test, ani Kruskal̊uv-Wallis̊uv test netestuje rovnost středńıch hodnot jednotlivých výběr̊u, nýbrž
shodu celých jejich rozděleńı (což speciálně znamená i shodu středńıch hodnot). Tedy:

H0 : rozděleńı zkoumaného znaku je ve všech skupinách stejné

H1 : neplat́ı H0

Představme si, že shrneme všechna data dohromady (bez ohledu na př́ıslušnost ke skupině) a přiděĺıme
jednotlivým hodnotám pořad́ı (podle velikosti) v rámci tohoto sdruženého výběru. Pak jako Ti označ́ıme
součet pořad́ı od hodnot, které p̊uvodně př́ıslušely i-tému výběru. Testová statistika Kruskalova-Wallisova
testu má tvar

Q =
12

n(n+ 1)

K∑
i=1

T 2
i

ni
− 3(n+ 1), (7)

kde n =
∑K

i=1 ni. Nulovou hypotézu zamı́tneme, bude-li

Q ≥ χ2
K−1(1− α), (8)

kde χ2
K−1(1 − α) je kvantil χ2 rozděleńı s K − 1 stupni volnosti. V R-ku se tento test provád́ı pomoćı

př́ıkazu kruskal.test.
Možná vás napadne, zda-li lze i v tomto př́ıpadě provést mnohonásobné porovnáváńı a v př́ıpadě

zamı́tnut́ı H0 identifikovat rozd́ılné skupiny. Možné to je, ale nepouž́ıvá se k tomu Tukeyho test, nýbrž
test jiný, který však již přesahuje rámec tohoto textu.
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