Marie Turcic¢ova
Dvouvybérové testy

Piedstavme si jednoduchou situaci, kdy mdme dva vybéry (ze dvou populaci), napf. se muze jednat
o hmotnosti kojencu v kilogramech:

l.vybér (n, =5) 2.vybér (n, =6)
X1 X2 x3 T4 Is Y1 Y2 Ys Ya Ys Ys
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(Jak jste si asi v8imli, vybéry nemuseji mit stejny pocéet prvka, tj. nevadi, kdyz n, # n,.)

Nasim cilem bude prozkoumat rovnost stfednich hodnot hmotnosti v obou populacich. Pojdme ty
dveé populace nazyvat populace X a populace Y a piislusné stfedni hodnoty hmotnosti oznacme fi; a fiy.
Chceme testovat hypotézu o rovnosti téchto popula¢nich prﬁmérfﬂ

Ho: pg = py
Hi:pg #py  (nebo Hy g < iy, nebo Hy @ pig > fiy).

Kdybychom nevédéli nic o testovani hypotéz, jak bychom si intuitivné udélali ndzor na platnost Hy?
Asi bychom porovnali vybérové pruméry Z = 8.62 kg a ¢ = 8.13 kg, a pokud by byly od sebe néjak hodné
daleko, shodu populacnich prumeéru v obou populacich bychom zamitli. To je taky presné myslenka
dvouvybérového t-testu :0)

Dvouvybérovy t-test

e mdame dva vybéry X, Xs,..., X, (vybér z populace X) a Y1,Ys,..., Yy, (vybér z populace Y) a

predpokladame, ze jsou nezavislé (tj. zaddny prvek z Xi,...,X,, nemd nic spoletného s zddnym
prvkem Y1,...,Y, )

e dile predpoklddame, ze oba vybéry pochéazeji z normalniho rozdélenﬂ tj. X; ~ N(pz,0?), pro
viechna i = 1,...,n, a Y; ~ N(u,,0%) pro véechna j = 1,...,n, (stfedni{ hodnoty obou rozdélenf
jsou samoziejmé ty popula¢ni stfedni hmotnosti)

Sami jsme uhodli, Ze testovou statistiku je dobré zalozit na rozdilu vybérovych priméri X a Y, ale bude
potieba zohlednit i smérodatnou chybu (znaceno s.e. = standard error) tohoto rozdilu. Testov4 statistika
dvouvybérového t-testu mé tedy tvar:

T Xﬁ—Yﬁ :X—Y\/W, (1)

s.e(X-Y) S Ng + Ny
kde s =v/s2, pFicemz s? = nﬁj;yl_Q 52+ nlﬁy;yl_Q 32 je jakysi spoleény odhad rozptylu (je to vdzeny prumér
vybérovych rozptylu z obou vybéru). Pokud je Hp pravdivd, tj. skuteéné jsou stiedni hodnoty shodné
(te = py), tak rozdil X -Y bude maly a statistika T ze vzorce bude také nékde blizko u nuly. Formalné
je toto pozorovéni vyjddiené tim, ze statistika 7" m4 t-rozdéleni (které, jak vime, je silné koncentrované

kolem nuly). Konkrétné jde o t-rozdéleni s n, +n, — 2 stupni volnosti, tj.

X-Y NN za H,
T = ) malio brytny -2 (2)
s Mg + Ty

1Pfipomindm, ze stFedni hodnota = populaéni primer.
2 Abychom méli test na Gem zaloZit...




Kritické obory (tj. hodnoty T pii kterych Hy zamitneme) se samoziejmé odvijeji od tvaru alternativn{
hypotézy. Rozhodovaci kritéria maji tvar:

® Pro Hy:pig # iy :

‘Je—li IT| > qtn,+n,-2(1-5), pak zamitame H. ‘

e Pro Hy:pig < fiy:

‘ Je-li T'< ~qtn,+n,-2(1-a), pak zamitdme Hy. ‘

o Pro Hy:pz > py:

‘Je—li T > qtn,in,—2(1- ), pak zamitdme Hy. ‘

Poznamka 1 Pokud bychom nechtéli testovat rovnost stiednich hodnot, ale to, Ze se lisi o néjakou kons-
tantu c, to jest

Ho:pg —py =c
Hy:pg —py # ¢,

tak testovd statistika ma tvar

T:X—Y—c NzMy 3)
S \/ Mg + Ty

‘ Je-li |T| > qtp,in,—2(1~5), pak zamitdme Hy. ‘

a rozhodovact kritérium opét zni:

Pro jednostranné alternationd hypotézy je to analogicky.

Ovérovani predpokladia dvouvybérového t-testu

Jak jste si asi v&imli z modrého textu v ivodu, t-test je zaloZen na nékolika piedpokladech. Pojdme se
na né nyni detailnéji podivat a ukazme si moznosti jejich ovéfeni.

1. Nezavislost

Potiebujeme, aby hodnoty v prvnim vybéru byly vzdjemné nezdvislé, stejné tak hodnoty ve 2. vybéru a
navic jesté oba vybéry navzajem. Ovéfovat to nelze, to musime mit zajisténo z designu experimentu.

2. Normalita

Pottfebujeme, aby oba vybéry pochdzely z normalniho rozdéleni (tj. predpokldddme, ze rozdéleni zkou-

vvvvv

e normdln{ diagram (QQ plot)
e Shapiruav-Wilkuv test

Zvolenou metodu pak aplikujeme na oba vybéry zvlast! (Testovat to najednou nelze, protoze normdlni
rozdélen{ mé v obou pfipadech odligné parametry).



3. Shoda rozptylia

Vsimnéte si, ze se predpokladd X7i,...,X,, ~ N(pz,0?) a i, Yy, ~ N(py,0?), tj. rozptyl 02 je v
obou piipadech stejny! To je zcela novy predpoklad, se kterym jsme se zatim nesetkali. Pro jeho ovéfovani
se nabizeji dva nastroje:

e boxplot - Podivat se na krabicovy diagram u obou vybéru a porovnat, zda jsou krabicky stejné
vysoké (tj. zda jsou podobnd mezikvartilova rozpéti). Je to opét ale pouze ,okometrickd“ metoda,
jejiz zaver je subjektivni.

e F-test shody rozptyla: to je rigorézni zptusob, jak shodu rozptyla ovérit. Piislusné hypotézy maji

tvar:
2 2
o 1
Hy:—%£=1 Hy:—Z %1,
o2 o2
y y

kde 02 znaéf rozptyl zkoumaného znaku v populaci X a 05 v populaci Y. Testova statistika ma
(piekvapivé @) tvar podilu vybérovych rozptylu. Je-li nulovd hypotéza spravnd, mé tato statistika
F—rozdélenﬁ (odtud nézev testu). Formalné to lze zapsat jako

2
S H
F==2 " By i1 (4)
Sy
Nulovou hypotézu o rovnosti popula¢nich rozptylu zamitnu, pokud bude testova statistika F' piilis

vzdalena od jednicky, tj. ptilis mald, nebo pftilis velkd. Rozhodovaci kritérium zni:

1

HO Zamftnu, pokud F> anw_Lny_l(]‘ - %), anebo F' < qF"Lw_Lny_l(%) = m,

kde jako qF oznacuji kvantil F-rozdéleni. Nedojde-li k zamitnuti nulové hypotézy, tak muzeme
Fict, ze shodu rozptylu lze predpoklddat (neni to tedy tak, ze bychom ji prokdzali, pouze se ndm ji
nepodafilo zamitnout).

Co délat, kdyz nejsou splnény nékteré predpoklady

1. Nezavislost

S tim se nedd délat nic ®. Je to dusledek Spatného designu experimentu.

2. Shoda rozptylia

Pouzije se modifikace dvouvybérového t-testu pro nestejné rozptyly, tzv. Welchuv test. Detailnéji si ho
zde ale ukazovat nebudeme. Dalo by se Tici, ze pfedpoklad shody rozptyla je tak trochu zbyteény, protoze
v piipadé, kdy shoda rozptyli plati, ma Welchuv test jen nepatrné mensi silu nez dvouvybérovy t-test
popsany vyse (ktery shodu rozptylu piredpoklddd), takze ho lze pouzivat automaticky vsude a shodou
rozptylu vibec nezkoumat.

3. Normalita

V piipadé, kdy neni splnén predpoklad normdlniho rozdéleni (tj. alesponi u jednoho z vybéru zamitneme
normalitu), musime se uchylit k néjakému z poradovych testi. Poradové se tyto testy jmenuji proto, ze
misto puvodnich hodnot pracuji pouze s jejich poradimi. Takovou ,,pofadovou” alternativou k dvouvybérovému
t-testu je dvouvybérovy Wilcoxonuv test, popt. jeho modifikace zvand Mannuv-Whitneyuv.

3Celym nazvem je to Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni. Je to dalsi ze spojitych rozdéleni, na tvar jeho hustoty se mizete
podivat na internetu (https://en.wikipedia.org/wiki/F-distribution)). Toto rozdéleni mé dva parametry, oba se nazyvaji
stupné volnosti a pisi se do dolniho indexu, napf. Fin,m je F-rozdéleni se stupni volnosti n a m.


https://en.wikipedia.org/wiki/F-distribution

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

Tento test pfedpoklada, Zze mame dva vybéry Xi,..., X, a¥1,...,Y, z néakého neznamého rozdéleni.
Testuji se zde proti sobé hypotézy, které vypadaji malinko jinak nez u dvouvybérového t-testu:

Hy : rozdéleni znaku v populaci X je shodné s rozdélenim v populaci Y (a tudiz i populaén{ medidny
musej{ byt stejné)
Hj : rozdéleni znaku v populaci X se 1isi od rozdéleni v populaci )

To je pro poradové testy typické. Misto o stfedni hodnoté se ve formulaci hypotéz vétsinou mluvi o
celém rozdéleni daného znaku, popf. o jeho medidnu. Misto rovnosti popula¢nich pruméru tak vlastné
zkoumame shodu celych rozdéleni, kterd nam pak implikuje shodu populaénich medidnu (ty jakoby suplujf
popula¢n{ prameéry).

Jak jiz bylo feceno, poradovy test pracuje s poradimi hodnot ve vybéru. VSsem hodnotdm tedy
pritadime pofadi{ v rdmci sdruzeného vybéru (= vybér, ktery vznikne spojenim obou vybéru do jed-
noho). Pro nds dvodni piiklad s hmotnostmi by to vypadalo nésledovné:

] Hm\xz\fﬂﬁa\m\%\\yl\yQ\ys\yAL\ys\y(a\
hodnoty || 8.0 | 82|84 |89 |96 | 79|72 91|87 |78]|81
poradi: 4 6 7 9 11 3 1 10 | 8 2 )

Pokud nulové hypotéza plati, tj. dany znak ma v obou populacich stejné rozdéleni, mély by byt vybéry
v rameci toho sdruzeného vybéru dobie promichény. Tj. u obou vybéru by se v tabulce méla objevit jak
nizkd, tak vysoka potadi.

Klicovym prvkem testové statistiky je soucet poradi od vybéru Yi,.. .7Ynylﬂ Tento soucet potadi si
oznatme Wy, = Y1, R(Y;), kde R(Y;) znaéf pofadi Y;. V piikladu s hmotnostmi by vyslo W, = 29. Jsou-li
vybéry ,,dobfe promichdny“, nemélo by byt ¢islo W, prilis velké, ani prili§ malé. Pfesné rozdéleni veli¢iny
Wy, na némz by bylo mozné zalozit test, neni zndmo, proto se pro ni pouzivd tzv. normalni aproximace:
od hodnoty W, se odecte jeji stfedni hodnota E W, a rozdil se podéli smérodatnou odchylkou \/var(W,)
(coz jsou obé hodnoty, které lze urcit z rozsahu vybérii n, a n,). Vysledna testové statistika pak md
asymptotickyﬂ (tj. pro velkd n, a n,) normované normalni rozdéleni N (0, 1). Formalné to zapiSeme jako

_ W, -EW, _ W, - %ny(nx +ny+1) za Ho N(0,1). 5)
Vvar W, \/nlny(nw +ny+1)5

Jak jsme jiz vypozorovali, nulovou hypotézu o shodé rozdéleni zamitneme, bude-li W, (a tudiz i celd
statistika Z) pifli§ mald nebo piilis velkd, coz lze kvantifikovat pomoci pifslusnych kvantila normélniho
rozdéleni.

Hj tedy zamitneme, pokud |Z| > gnorm (1 - %)

Poznamka 2 S Wilcozonovym testem je ekvivalentni Manniv- Whitneyiv test, ktery misto W, pouZivad
veli¢inu ( 3
Ny (g, +

M), (6)
kterd vyjadruje pocet dvojic (X;,Y;) pro néZ je X; <Y;. Test je pak opét zaloZen na normdini aprozrimaci

pro Uy (pricemZEU, = %nzny avarU, = var Wy ), kterd vede na stejnou statistiku Z, jako je ve vzorci (5).

U, =W, -

Poznamka 3 Tento test je citlivy (md dobrou schopnost sprdvné rozhodnout) zejména v situaci, ligi-li
se rozdélent znaku v populaci X a Y pouze o posunuti. V teci distribuénich funkci bychom to zapsali jako
Fy(2) = F)(z - a), pro néjaké a + 0. Méné citlivy je v pripadé, kdy se rozdéleni lis{ spise variabilitou.

Poznamka 4 O platnosti predpokladi a volbé statistického postupu by se sprdvné mélo rozhodovat jesté
pred tim, neZ jsou zndma data. Predpoklady bychom meéli formulovat napr. na zdkladé historickijch dat a
podobné.

4Stejné tak by se dalo vyjit ze souctu pofadi od vybéru Xi,... , Xn,, je to jedno.
5Zkratka as.



