Marie Turéicova

Intervaly spolehlivosti

Odhady pro dany parametr Ize rozdélit do dvou skupin - bodové a intervalové. Piiklady bodovych odhad:

parametr bodovy odhad
stfedni hodnota (E X, ) vybérovy prumér (X)
rozptyl (var X, o?) vybérovy rozptyl (S%)

smeérodatnd odchylka (sd X, o) | vybérovd smérodatnd odchylka (Sx)

kde X = 153" X, a 5% = 253" (X; — X), jako obvykle.

Bodovy odhad ale muZze byt pomérné nepiesny, a proto se ¢asto uvddi i odhad intervalovy, kdy pa-
rametr neodhadujeme jednim ¢islem, ale néjakych intervalem, v némz by dany parametr mél s velkou
pravdépodobnosti lezet.

Obecny tvar a interpretace

Interval spolehlivosti (nékdy téz nazyvany konfidenéni interval, angl. confidence interval) je vzdy tvaru:
(bodovy odhad - chyba odhadu - vhodny kvantil , bodovy odhad 4 chyba odhadu - vhodny kvantil)

Spolehlivost intervalu se znaci (1 — «) a obvykle nabyvd hodnot 0.95, 0.99, 0.90 apod. Hovoiime pak o
95% intervalu spolehlivosti, nebo také o intervalu se spolehlivost{ 95 %.

Spolehlivost vyjadiuje, s jakou pravdépodobnosti dany interval pokryva skuteénou (nezndmou) hodnotu
parametru. Napt. 95% interval spolehlivosti obsahuje skuteénou hodnotu parametru s pravdépodobnosti
0.95. Oznac¢ime-li si dolni mez intervalu jako d a horni mez jako h, pak tedy plati

P [parametr € (d, h)] = 0.95

(Pozor! V zadném pifpadé se nejednd o interval, ve kterém by mély lezet hodnoty sledovaného znaku u
95 % populace, ¢i 95 % hodnot nasich dat!!)

Uvédomte si, Ze meze intervalu jsou ndhodné (zaviseji na konkrétnim ndhodném vybéru!), zatimco para-
metr je pevné (akordt nezndmé) ¢islo.

Spolehlivost si lze také predstavit nasledovné. Méjme 100 vyzkumniku, ktei{ se snazi intervalové
odhadnout néjaky parametr. Kazdy z vyzkumniku si vytvoif sviij ndhodny vybér (vSichni vak o stejném
rozsahu), tj. ndhodné vybere n jedincu z populace, a na jeho zdkladé spocte 95% interval spolehlivosti.
Kazdy z vyzkumnikii dostane interval trochu odlisny, nebot jak uz bylo feéeno, konkrétni meze intervalu
zéviseji na ndhodném vybéru. No a 95 % vyzkumniku dostane interval, ktery obsahuje skute¢nou hodnotu
parametru. 5 % vyzkumniki dostane interval, ktery se do této hodnoty netrefi (viz obrdzek).
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Konstrukce intervalu pro stredni hodnotu

Konkrétni tvar intervalu spolehlivosti zavisi samoziejmé na tom, jaky parametr odhadujeme a také na
predpokladu o pravdépodobnostnim rozdéleni daného znaku v populaci. My si ukdzeme odvozeni inter-
valového odhadu pro stfedni hodnotu normalné rozdéleného vybéru.

Piedpoklddejme tedy, ze mdme ndhodny vybér Xi, X, ..., X,, (na ndhodné vybranych n jedincich
z populace jsme zméfili hodnotu néjakého znaku). Predpoklddejme déle, ze dany znak mé v populaci
norméln{ rozdélen{ se stfedni hodnotou p a rozptylem o2, tedy X; ~ N(u,0?) pro kazdé i = 1,...,n.
Bodovym odhadem p by samoziejmé bylo X. Pokusme se nynf zkonstruovat odhad intervalovy o spoleh-
livosti 95 %.

1) Piedpoklddejme, Ze o2 je znamé.

Plat{, ze maji-li X; ~ N(u,0?), tak potom

X~ N(M? 7)7
coz lze ekvivalentné zapsat jako -
X—p
- ~N(0,1). (1)
NG

Je to vlastné z-skér pro prumeér :-) Odtud jiz budeme schopnf interval spolehlivosti zkonstruovat.

Jesté predtim si ale pfipomenme vyznam kvantilu: Pfi praci s daty byl k% kvantil takové ¢islo, ze
k % dat bylo mensich nebo rovno tomuto ¢islu. Tedy napiiklad 35% hodnot dané proménné bylo mensich
nebo rovno prislusnému 35% kvantilu. V feci pravdépodobnosti, veli¢ina, kterd se fid{ danym rozdélenim,
bude s pravdépodobnosti 0.35 mensi nebo rovna 35% kvantilu tohoto rozdéleni. Pokud by dana velicina
méla napifklad normované normdln{ rozdéleni N(0,1), lze si to graficky predstavit takto:
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Nyni se vratme k nasf tiloze. My hleddme interval (d, h) takovy, Ze
Plp € (d,h)] = 0.95.
Z (1) a vyznamu pojmu kvantil ale vime, ze

~ o < gnorm(0.95)| = 0.95 (2)
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nebo z(0.95), popf. ug.g5 nebo zp.gs.



Vyraz uvnitt (2) tedy staci jen upravit do tvaru " € (d, h)”a je hotovo. Tak tedy:

P {X —p < % qnorm(0.95)] =0.95

P [—u <X+ % qnorm(0.95)] =0.95

- o
P|pu>X— —qnorm(0.95)| = 0.95.
{u > N ( )]
(Nezapomeiite, ze pfi ndsobeni nerovnosti zépornym ¢islem se nerovnost méni v opa¢nou.) Ekvivalentné
Ize posledni vzorec zapsat jako:

P {u € (X - % qnorm(0.95) , oo)] — 0.95.

Interval

- o
X — — - qnorm(0.95) , oo 3
(5 - anom(0.95) . ) )
je tedy hledany 95% interval spolehlivosti pro nase p a iiké se mu dolni, nebo téz levostranny.

U vyrazu (2) muZzete namitnout, Ze stejné tak plati
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£ qnorm(0.05)] = 0.95.

Po analogickych tpravach bychom pak dostali interval

(oo X — % ~qnorm(0.05)> .

VyuZzijeme-li toho, ze qnorm(0.05) = — qnorm(0.95) (nebot normované normalni rozdélen{ je symetrické
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(—oo X+ % : qnorm(0.95)> . (4)

Tomuto intervalu se iikd pravostranny nebo téz horni 95% interval spolehlivosti.
Kromé jednostrannych intervalu spolehlivosti lze zkonstruovat téz interval oboustranny, ktery se asi
pouziva nejcastéji. Vyjdeme ze vztahu

X —p

v

P |qnorm(0.025) <

< qnorm(0.975)] = 0.95.

ktery je zalozen na jednoduché tivaze, ze dana veli¢ina se nachdz{ v prostoru mezi 2.5% a 97.5% kvantilem
opét s pravdépodobnost{ 0.95. Uplné stejnymi upravami jako vyse (akordt bychom nyni pracovali se dvéma
nerovnostmi soucasné) dostaneme oboustranny 95% interval spolehlivosti pro u

(X ~n -qnorm(0.975) , X + 7 «qnorm(0.975)> . (5)

(Opét jsme navic vyuzili symetrie rozdéleni N(0,1), totiz Zze qnorm(0.025) = — qnorm(0.975)).



2) Je-li 0? nezndmé.

Je-li 02 nezndmé, musime ho odhadnout. Odhadneme ho tradiéné pomoci vybérového rozptylu S%.
Vysledné intervaly maji pak stejny tvar jako (3), (4), (5), akordt misto o2 je tam S%. To, Ze jsme
rozptyl museli odhadnout ale je$té musime penalizovat tim, Ze misto kvantilu normovaného normalni
rozdéleni pouzijeme kvantily t-rozdéleni (tzv. Studentova rozdéleni), které jsou obecné o trochu vétsi.
Dostavame tak

e horni (pravostranny) interval:

e doln{ (levostranny) interval:

e oboustranny interval:

Sx

_ Sy _

(0.975)) :

kde qt,_1(0.95) znaéi 95% kvantil t-rozdéleni. Castéji se pro néj pouzivd znaceni ¢, _1(0.95). Analo-
gicky qt,,—1(0.975).
(Pro fajnsmekry: Intervaly vyse by se odvodili stejnymi ivahami jako v sekci 1), pouze misto (1) by
se pracovalo s
X —p
Sx ~tn_1,
Jn
tedy ze po nahrazeni o jeho vybérovych protéjskem S uz ma vyraz vlevo t-rozdéleni s n — 1 stupni
volnosti.)

Shrnuti

(1 — @)-100% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu normdlné rozdéleného vybéru:

l l je-li 0% zndmé l je-li 6% neznamé
pravostranny (—oo , X+ 7= - anorm(1 — a)) (—oo , X+ ST’; ~qt, (1 — oz))
levostranny (X — 7 ~anorm(l — o) , oo) (X - ST); gt (1—a), oo)
oboustranny (X — = -anorm(l — 3) X+ 7= - qnorm(1 — %)) (X - S—j% qt,_(1-%), X+ ST)% ~qt,, (1 — %))

Poznamka

Intervaly spolehlivosti pro jiné parametry (napf. pro rozptyl) se konstruuji zcela analogicky, jen je potieba
si rozmyslet rozdéleni, jehoz kvantily se pouziji.



