
Marie Turčičová

Intervaly spolehlivosti

Odhady pro daný parametr lze rozdělit do dvou skupin - bodové a intervalové. Př́ıklady bodových odhad̊u:

parametr bodový odhad
středńı hodnota (EX,µ) výběrový pr̊uměr (X̄)

rozptyl (varX,σ2) výběrový rozptyl (S2
X)

směrodatná odchylka (sdX,σ) výběrová směrodatná odchylka (SX)
...

...

kde X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi a S2

X = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄), jako obvykle.

Bodový odhad ale může být poměrně nepřesný, a proto se často uvád́ı i odhad intervalový, kdy pa-
rametr neodhadujeme jedńım č́ıslem, ale nějakých intervalem, v němž by daný parametr měl s velkou
pravděpodobnost́ı ležet.

Obecný tvar a interpretace

Interval spolehlivosti (někdy též nazývaný konfidenčńı interval, angl. confidence interval) je vždy tvaru:

(bodový odhad - chyba odhadu · vhodný kvantil , bodový odhad + chyba odhadu · vhodný kvantil)

Spolehlivost intervalu se znač́ı (1 − α) a obvykle nabývá hodnot 0.95, 0.99, 0.90 apod. Hovoř́ıme pak o
95% intervalu spolehlivosti, nebo také o intervalu se spolehlivost́ı 95 %.
Spolehlivost vyjadřuje, s jakou pravděpodobnost́ı daný interval pokrývá skutečnou (neznámou) hodnotu
parametru. Např. 95% interval spolehlivosti obsahuje skutečnou hodnotu parametru s pravděpodobnost́ı
0.95. Označ́ıme-li si dolńı mez intervalu jako d a horńı mez jako h, pak tedy plat́ı

P [parametr ∈ (d, h)] = 0.95

(Pozor! V žádném př́ıpadě se nejedná o interval, ve kterém by měly ležet hodnoty sledovaného znaku u
95 % populace, či 95 % hodnot našich dat!!)
Uvědomte si, že meze intervalu jsou náhodné (závisej́ı na konkrétńım náhodném výběru!), zat́ımco para-
metr je pevné (akorát neznámé) č́ıslo.

Spolehlivost si lze také představit následovně. Mějme 100 výzkumńıku, kteř́ı se snaž́ı intervalově
odhadnout nějaký parametr. Každý z výzkumńık̊u si vytvoř́ı sv̊uj náhodný výběr (všichni však o stejném
rozsahu), tj. náhodně vybere n jedinc̊u z populace, a na jeho základě spočte 95% interval spolehlivosti.
Každý z výzkumńık̊u dostane interval trochu odlǐsný, nebot’ jak už bylo řečeno, konkrétńı meze intervalu
závisej́ı na náhodném výběru. No a 95 % výzkumńık̊u dostane interval, který obsahuje skutečnou hodnotu
parametru. 5 % výzkumńık̊u dostane interval, který se do této hodnoty netref́ı (viz obrázek).
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Konstrukce intervalu pro středńı hodnotu

Konkrétńı tvar intervalu spolehlivosti záviśı samozřejmě na tom, jaký parametr odhadujeme a také na
předpokladu o pravděpodobnostńım rozděleńı daného znaku v populaci. My si ukážeme odvozeńı inter-
valového odhadu pro středńı hodnotu normálně rozděleného výběru.

Předpokládejme tedy, že máme náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn (na náhodně vybraných n jedinćıch
z populace jsme změřili hodnotu nějakého znaku). Předpokládejme dále, že daný znak má v populaci
normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2, tedy Xi ∼ N(µ, σ2) pro každé i = 1, . . . , n.
Bodovým odhadem µ by samozřejmě bylo X̄. Pokusme se nyńı zkonstruovat odhad intervalový o spoleh-
livosti 95 %.

1) Předpokládejme, že σ2 je známé.

Plat́ı, že maj́ı-li Xi ∼ N(µ, σ2), tak potom

X̄ ∼ N(µ,
σ2

n
),

což lze ekvivalentně zapsat jako
X̄ − µ

σ√
n

∼ N(0, 1). (1)

Je to vlastně z-skór pro pr̊uměr :-) Odtud již budeme schopńı interval spolehlivosti zkonstruovat.
Ještě předt́ım si ale připomeňme význam kvantilu: Při práci s daty byl k% kvantil takové č́ıslo, že

k % dat bylo menš́ıch nebo rovno tomuto č́ıslu. Tedy např́ıklad 35% hodnot dané proměnné bylo menš́ıch
nebo rovno př́ıslušnému 35% kvantilu. V řeči pravděpodobnosti, veličina, která se ř́ıd́ı daným rozděleńım,
bude s pravděpodobnost́ı 0.35 menš́ı nebo rovna 35% kvantilu tohoto rozděleńı. Pokud by daná veličina
měla např́ıklad normované normálńı rozděleńı N(0,1), lze si to graficky představit takto:

Nyńı se vrat’me k naš́ı úloze. My hledáme interval (d, h) takový, že

P [µ ∈ (d, h)] = 0.95.

Z (1) a významu pojmu kvantil ale v́ıme, že

P

[
X̄ − µ

σ√
n

≤ qnorm(0.95)

]
= 0.95 (2)

95% kvantil rozděleńı N(0, 1) jsem kv̊uli názornosti označila ”qnorm(0.95)”, častěǰśı je ale značeńı u(0.95)
nebo z(0.95), popř. u0.95 nebo z0.95.
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Výraz uvnitř (2) tedy stač́ı jen upravit do tvaru ”µ ∈ (d, h)”a je hotovo. Tak tedy:

P

[
X̄ − µ ≤ σ√

n
qnorm(0.95)

]
= 0.95

P

[
−µ ≤ −X̄ +

σ√
n

qnorm(0.95)

]
= 0.95

P

[
µ ≥ X̄ − σ√

n
qnorm(0.95)

]
= 0.95.

(Nezapomeňte, že při násobeńı nerovnosti záporným č́ıslem se nerovnost měńı v opačnou.) Ekvivalentně
lze posledńı vzorec zapsat jako:

P

[
µ ∈

(
X̄ − σ√

n
qnorm(0.95) , ∞

)]
= 0.95.

Interval (
X̄ − σ√

n
· qnorm(0.95) , ∞

)
(3)

je tedy hledaný 95% interval spolehlivosti pro naše µ a ř́ıká se mu dolńı, nebo též levostranný.
U výrazu (2) můžete namı́tnout, že stejně tak plat́ı

P

[
X̄ − µ

σ√
n

≥ qnorm(0.05)

]
= 0.95.

Po analogických úpravách bychom pak dostali interval(
−∞ , X̄ − σ√

n
· qnorm(0.05)

)
.

Využijeme-li toho, že qnorm(0.05) = − qnorm(0.95) (nebot’ normované normálńı rozděleńı je symetrické
kolem 0), pak lze tento interval přepsat do běžněǰśıho tvaru:(

−∞ , X̄ +
σ√
n
· qnorm(0.95)

)
. (4)

Tomuto intervalu se ř́ıká pravostranný nebo též horńı 95% interval spolehlivosti.
Kromě jednostranných interval̊u spolehlivosti lze zkonstruovat též interval oboustranný, který se asi

použ́ıvá nejčastěji. Vyjdeme ze vztahu

P

[
qnorm(0.025) ≤ X̄ − µ

σ√
n

≤ qnorm(0.975)

]
= 0.95.

který je založen na jednoduché úvaze, že daná veličina se nacháźı v prostoru mezi 2.5% a 97.5% kvantilem
opět s pravděpodobnost́ı 0.95. Úplně stejnými úpravami jako výše (akorát bychom nyńı pracovali se dvěma
nerovnostmi současně) dostaneme oboustranný 95% interval spolehlivosti pro µ(

X̄ − σ√
n
· qnorm(0.975) , X̄ +

σ√
n
· qnorm(0.975)

)
. (5)

(Opět jsme nav́ıc využili symetrie rozděleńı N(0,1), totiž že qnorm(0.025) = − qnorm(0.975)).
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2) Je-li σ2 neznámé.

Je-li σ2 neznámé, muśıme ho odhadnout. Odhadneme ho tradičně pomoćı výběrového rozptylu S2
X .

Výsledné intervaly maj́ı pak stejný tvar jako (3), (4), (5), akorát mı́sto σ2 je tam S2
X . To, že jsme

rozptyl museli odhadnout ale ještě muśıme penalizovat t́ım, že mı́sto kvantilu normovaného normálńı
rozděleńı použijeme kvantily t-rozděleńı (tzv. Studentova rozděleńı), které jsou obecně o trochu větš́ı.
Dostáváme tak

• horńı (pravostranný) interval: (
−∞ , X̄ +

SX√
n
· qtn−1(0.95)

)
,

• dolńı (levostranný) interval: (
X̄ − SX√

n
· qtn−1(0.95) , ∞

)
,

• oboustranný interval: (
X̄ − SX√

n
· qtn−1(0.975) , X̄ +

SX√
n
· qtn−1(0.975)

)
,

kde qtn−1(0.95) znač́ı 95% kvantil t-rozděleńı. Častěji se pro něj použ́ıvá značeńı tn−1(0.95). Analo-
gicky qtn−1(0.975).

(Pro fajnšmekry: Intervaly výše by se odvodili stejnými úvahami jako v sekci 1), pouze mı́sto (1) by
se pracovalo s

X̄ − µ
SX√
n

∼ tn−1,

tedy že po nahrazeńı σ jeho výběrových protěǰskem S už má výraz vlevo t-rozděleńı s n − 1 stupni
volnosti.)

Shrnut́ı

(1− α)·100% interval spolehlivosti pro středńı hodnotu normálně rozděleného výběru:

je-li σ2 známé je-li σ2 neznámé

pravostranný
(
−∞ , X̄ + σ√

n
· qnorm(1− α)

) (
−∞ , X̄ + SX√

n
· qtn−1(1− α)

)
levostranný

(
X̄ − σ√

n
· qnorm(1− α) , ∞

) (
X̄ − SX√

n
· qtn−1(1− α) , ∞

)
oboustranný

(
X̄ − σ√

n
· qnorm(1− α

2
) , X̄ + σ√

n
· qnorm(1− α

2
)
) (

X̄ − SX√
n
· qtn−1(1− α

2
) , X̄ + SX√

n
· qtn−1(1− α

2
)
)

Poznámka

Intervaly spolehlivosti pro jiné parametry (např. pro rozptyl) se konstruuj́ı zcela analogicky, jen je potřeba
si rozmyslet rozděleńı, jehož kvantily se použij́ı.
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