Cviceni z matematické statistiky 03

Posledni tprava dokumentu: 13. biezna 2024.

Rozdéleni nahodnych veli¢in - vybrana diskrétni a spojita rozdéleni

Spust’te RStudio, oteviete si novy skript, ulozte si ho a nastavte pracovni adresaf na slozku matstat.

S teorii k tomuto cviceni vam muze pomoci text Ndhodnd veli¢ina a jeji rozdélend, ktery najdete
na mych strankdch (https://web.natur.cuni.cz/uamvt/turcm6am) mezi materialy ke 3. cviceni,
poptipadé si piislusné pojmy pripometite z prednésky.

Rozcviéka

Vytvoite si dva vektory stejné délky (napt. o 7 hodnotéch) a vykreslete bodovy diagram (tzv.
scatter plot).

1 Binomické rozdéleni

Piipomernme si interpretaci binomického rozdéleni. Mame posloupnost n nezavislych diléich pokusi,
v nichz ndhodny jev zdar nastdva s pravdépodobnosti p. Ndhodn4 veli¢ina s binomickym rozdélenim
s parametry n, p je ddna celkovym poctem zdaru v takové posloupnosti. Plati:

P(X =k)= (Z)pk(l —p)n 7k, EX = np, var X = np(1 — p). (1)

1) Piiklad s krajtou: Predpokladejme, Ze se z vajitka krajty vylihne Zivy jedinec s pravdépodob-
nosti 0.5 a Ze tato pravdépodobnost nijak nezavisi na tom, co se vylihne z ostatnich vajicek.
V nasledujicich tkolech nds bude zajimat pravdépodobnost, s jakou se z 10 vajicek vylihne
urcity pocet zivych krajt.

(a) Rozmyslete si, ze rozdéleni veliciny udavajici pocet vylihnutych krajt je binomické.
< Veli¢inou, kters nds zajim4 je poCet uspéchu (= zivych krajt) z 10 pokusu (= vajicek).
To je presné veli¢ina s binomickym rozdélenim a parametry n = 10 a p = 0.5. Oznacime-li
si tuto veli¢inu jako X, pak muzeme symbolicky psat X ~ Bi(10,0.5).

(b) Jaké je sttedni hodnota po¢tu vylihnutych krajt?
<> Dle vzorecku (1) je to EX =np=10-0.5 = 5.

(¢) S jakou pravdépodobnosti se z 10 vajicek vylihne pravé 5 zivych krajt?
<> Zajima nds P(X = 5). Dle vzorecku (1) vidime, ze

P(X =5) = (150> (0.5)°(1 — 0.5)10=%) = (150) (0.5)°(0.5)°,

<> coz v R miizeme jednoduse spocitat pomoci
choose(10,5)*0.5°5%(1-0.5) ~(10-5) # nebo:
dbinom(5, 10, 0.5)



(d) S jakou pravdépodobnosti se z 10 vajicek vylithne nejvyse 5 zivych krajt?

<+ Tady je dotaz na P(X < 5), coz je hodnota distribuéni funkce binomického rozdéleni
v bodé 5. Z teorie vime, ze

< coz v R vypocteme jako
yp J
pbinom(5, 10, 0.5)

(e) S jakou pravdépodobnosti se z 10 vajicek vylihne alespoii 5 zivych krajt?

< Zde je dotaz na P(X > 5), coz muzeme jednoduse pievést na pfedchozi piipad
pomoci

P(X >5)=1-P(X <4).

<+ VRto pak vypocteme jako
1 - pbinom(4, 10, 0.5)

(f) Nechte si graficky zndzornit pravdépodobnosti jednotlivych hodnot a vypsat ¢iselné hod-
noty. Dale si nechte vykreslit distribuéni funkci po¢tu vylihnutych krajt a pripomente
si, jaké vlastnosti ma distribuéni funkce diskrétniho rozdéleni.

<+ Vsechny pravdépodobnosti P(X = k) pro k = 0,1,...,10 lze vypsat a vykreslit
pomoci piikazi:
kk <- 0:10 # moZné hodnoty
dbinom(kk,10,1/2) # psti mozZnych hodnot
cbind ("k"=kk, "pst"=round (dbinom(kk,10,1/2),6))
plot (kk,dbinom(kk,10,1/2),pch=16)
for (k in kk) lines(c(k,k),c(0,dbinom(k,10,1/2)))
abline(h=0,col="grey")
<> Distribuén{ funkei vykreslime piikazem:
plot (stepfun(kk,c(0,pbinom(kk,10,1/2))),pch=16,verticals=FALSE,
main="Distribulni funkce")
abline (h=0:1,col="grey")

(g) Predpoklddejme, ze v dobrych podminkéch se ziva krajta vylihne s pravdépodobnosti 0.7.

<> Jak se zménilo rozdéleni poctu krajt?
cbind (kk,round(dbinom(kk,10,1/2),6) ,round(dbinom(kk,10,0.7),6))
plot (kk,dbinom(kk,10,1/2),pch=16,ylab="P(X = kk)", ylim=c(0,0.3))
for (k in kk) lines(c(k,k),c(0,dbinom(k,10,1/2)))
points (kk,dbinom(kk,10,0.7),pch=16,col=2)
for (k in kk) lines(c(k,k),c(0,dbinom(k,10,0.7)),col="red",1ty="dotted")
<+ Jakd je nyni nejpravdépodobnéjsi hodnota? Jaky je otekavany pocet vylihnutych
krajt?
g Nejpravdépodobnéjsi hodnota se v tomto pfipadé rovna stiedni hodnoté EX =
10- 0.7 =7, ale nemusi to tak byt vzdy.
< Jakd je nyni pravdépodobnost, ze se vylihne nejvyse 5 zivych krajt?
pbinom(5, 10, 0.7)



2) Piiklad - kostka: Hazime 20-krdt symetrickou kostkou. Zajima nas jaka je pravdépodobnost,
ze 7 téchto 20 hodu padné urcity pocet Sestek. Rozmyslete si, ze veli¢ina X piedstavujici pocet
Sestek ve 20 hodech méd binomické rozdéleni Bi(20, 1 ).

<+ S jakou pravdépodobnosti padnou prave 4 sestky?
<+S jakou pravdépodobnosti padnou nejvyse 4 Sestky?
<+S jakou pravdépodobnosti padne alespon 5 Sestek?

2 Poissonovo rozdéleni

Na rozdil od binomického rozdéleni zde neni koneény pocet diléich pokusu, v nichZz bychom zjist’o-
vali, zda nastal ¢i nenastal sledovany nédhodny jev (zdar). Zajima nds pocet vyskytu sledovaného
nahodného jevu béhem daného casového intervalu ¢i na dané plose ,,jednotkové“ velikosti apod.,
pricemz pocty vyskytu v ruznych ¢asovych intervalech (plochéch) jsou nezévislé. Mozné hodnoty
nejsou shora nijak ohranic¢ené, i kdyz jsou velké hodnoty méalo pravdépodobné. Stfedni hodnota i
rozptyl jsou stejné, rovné jedinému parametru A > 0. Plat{ tedy:

)\k
P(X=k)="-¢? EX=)  varX =\ (2)

3) Priklad - studenti: Predpoklddejme, Ze se pocet studentit, kteif dorazi na pfednasku v intervalu
0-10 minut pied jejim zacatkem, idi Poissonovym rozdélenim s parametrem A = 15.

< Ptipomerte si, jak vypada Poissonovo rozdéleni. Nechte si znazornit pravdépodobnosti
jednotlivych hodnot pro tento ptiklad.
lambda <- 15

kk <- 0:50 # omezime se na tyto moZné hodnoty
dpois (kk,lambda)
plot (kk,dpois (kk,lambda) ,pch=16)
arrows (x0=kk, y0=0,x1=kk, y1=dpois (kk,lambda) ,length=0)
abline (h=0,col="grey")
<+ Ktery pocet studenti je nejpravdépodobnéjsi?
<+ Nejpravdépodobnéjsi je pocet 14 a 15 studentu.
<+ Spoctéte pravdépodobnost, ze na prednasce bude pravé 10 studentu.
— Vypocet proved'te ,,ru¢né”“ pomoci vzorecku.
lambda~10/factorial (10) *exp (-1lambda)
— K vypoctu pouzijte funkci dpois(k,Jambda) pro dané k a .
dpois (10, lambda)
< Uréete pravdépodobnost, s jakou na prednasku nikdo nedorazi.
dpois(0,lambda)
< Jakd je pravdépodobnost, ze dorazi maximalné pét studentu?
ppois(5,lambda)

<+S jakou pravdépodobnosti nebude stacit posluchdrna s kapacitou 25 mist (ve smyslu, ze
nékdo nebude mit misto k sezenf).

1-ppois (25,lambda)



4) Priklad - pixely: Z deseti miliénti pixelii obrazovky jsou v pruméru dva vadné. Uvazujte
obrazovku o rozméru 1280 x 1024 pixelu. Pro modelovani poc¢tu vadnych pixelu zde lze
pouzit bud’ binomické rozdéleni, nebo Poissonovo, kterym Ize binomické rozdéleni pti malych
hodnotach p dobfe aproximovat.

<+ Porovnejte graficky rozdéleni Bi(n,p) a Po(np) pro ruzna n a mald p. Uvazujte napiiklad
n = 20,p = 1/10, ddle n = 50,p = 1/25 a nakonec n = 100,p = 1/50. Uvidite, ze
rozdéleni Bi(n,p) lze pro mald p velmi dobfe aproximovat pomoci Po(np).
par (mfrow=c(2,1))  # umozni mit dva obrazky pod sebou
n <- 50; p <- 1/25
kk <- 0O:n
plot (kk,dbinom(kk,n,p),pch=16,ylab="Binom")
arrows (x0=kk, y0=0,x1=kk,y1=dbinom(kk,n,p),length=0)
abline (h=0,col="grey")
plot (kk,dpois (kk,n*p),pch=16, ylab="Poiss")
arrows (x0=kk,y0=0,x1=kk,yl=dpois (kk,n*p),length=0)
abline (h=0,col="grey")
par(mfrow=c(1,1)) # aby byl v grafickem okne opet pouze 1 obrazek
<+ Porovnejte pravdépodobnosti hodnot 0, 1, ..., 5, kdyz uvazujete binomické rozdéleni a
jeho aproximaci rozdélenim Poissonovym.
n <- 1280%1024
p <- 2/10000000
cbind("k"=0:5, "binom. "=dbinom(0:5,n,p), "Pois"=dpois(0:5,n*p))
<+ J aky je otekdavany pocet vadnych pixelt na obrazovce?
Dle vzorecku (2) vime, ze E X = A, pficemz v tomto piipadé je A = n - p = 0.262.
<> Nechte si vykreslit pravdépodobnosti jednotlivych hodnot. Ktera hodnota je nejpravdé-
podobnéjsi?
plot(0:5,dbinom(0:5,n,p),col="red",pch=16,x1lab="k",
ylim=c(0,max(dbinom(0:5,n,p))),ylab="dbinom(k,n,p)")
points(0:5,dpois(0:5,n*p),pch=3,col="blue")
legend ("topright",legend=c("binomické", "Poissonovo"),
pch=c(16,3),col=c("red", "blue"))
abline (h=0,col="grey")
< Jakd je pravdépodobnost, ze na obrazovce bude alespon jeden vadny pixel?
1-dpois (0,n*p)

< Jak4 je pravdépodobnost, Ze na obrazovce bude vice nez jeden vadny pixel?
1-ppois(1,n*p)

3 Rovnomérné rozdéleni

Rovnomérné rozdéleni na intervalu (a,b) ma hustotu tvaru

f(z) = h_a POTE (a,b),
=0, prozx ¢ (a,b).
a distribucni funkci
R = 222 oz )

=0, proz<a,
=1, prox>b.



Stiedni hodnota je EX = aTer a rozptyl je var X = (bIg ” Medién je stejny jako stfedni hodnota.

5) Piiklad - metro: Metro odjizdi kazdych pét minut. Pfijdete v ndhodny okamzik, takze lze
predpoklddat, ze se doba ¢ekani na metro #idi rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 5).

<+ Vykreslete si graf hustoty daného rozdéleni. Jaké jsou obecné vlastnosti hustoty?

curve (dunif (x,0,5),from=-1,to=6,1wd=2) # nepiesn&!

curve (0*x+1/5,from=0, to=5,ylab="f(x)",x1im=c(-1,6),ylim=c(0,0.35) ,1wd=2)
lines(c(-1,0),c(0,0),1wd=2)

lines(c(5,6),c(0,0),1wd=2)

abline (h=0,v=0,col="grey")

<> Nakreslete si graf distribu¢ni funkce. Jaké vlastnosti ma obecné distribuéni funkce a jaka
je spojitost mezi distribu¢ni funkci a hustotou?
curve(punif(x,0,5), from=-1, to=6,lwd=2, ylab = "F(x)")

< Uméli byste v obrazku hustoty (distr. funkce) vyznacit pravdépodobnost, ze budete ¢ekat
méné nez dvé minuty? Cemu je rovna tato pravdépodobnost?

Zajimé nas tedy P(X < 2), coz je hodnota distribuéni funkce rovnomérného rozdéleni
R(0,5) v bodé 2, tj. F(2).

P(X<2)=F@2)=-——=12

coz v R jednoduse spocitame jako
punif(2,0,5)

<+ Jakd je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat déle nez 4 minuty?
Zde je dotaz na P(X > 4), coz muzeme opét spocitat jako:

P(X >4)=1-P(X <4),

coz v R spocteme jako
1-punif(4,0,5)

< Jakd je pravdépodobnost, ze ¢ekanim stravime dobu z intervalu 1 az 5 minut?

Pravdépodobnost, ze veli¢cina X nabyde hodnoty z néjakého intervalu (¢, d) je rovna plose
po kiivkou hustoty v tomto intervalu. A tato plocha se vypocte jakozto urcity integrél z
hustoty f(x) pfes interval (c,d):

d
P(X € (c,d) =Plc< X <d) = / f(2)dz.

Misto pocitani integralu si ale muzeme rozmyslet, ze
Plc< X <d)=P(X <d)—P(X <c),

tedy jde o rozdil distribu¢ni funkce v bodé ¢ a v bodé d. V naSem piipadé je c =1 a
d = 5. Rozdil distribu¢nich funkci pak v R spocitame jako

punif(5,0,5) - punif(1,0,5)
Mozné vés zarazilo, ze distribuéni funkei zde nazyvame i pravdépodobnost P(X < z),
misto tradiéntho P(X < z). Pravda je, Ze u spojitych rozdéleni je to jedno. Je to diky

tomu, ze u spojitych rozdéleni je pravdépodobnost jednoho konkrétniho bodu rovna nule,
tji. P(X =2)=0. Atudiz P(X <2)=PX =2 +P(X <z)=PX <=z).



< Uréete pravdépodobnost, ze budete ¢ekat presné 3 minuty.
Spravna odpovéd’ je

Nékdo bude mozné zkouset: dunif (3, 0, 5)

ALE POZOR! Pro spojitd rozdélen{ je P(X = z) = 0. Hustota je pro spojitd rozdélen{ sice jakousi
yhdhrazkou“ za vyraz P(X = z) u rozdélen{ diskrétnich, avsak mé vyznam pouze pii uréeni pravdépo-
dobnosti, ze ndhodn4 veli¢ina X lezi v néjakém intervalu (tato pravdépodobnost je pak rovna plose pod
kiivkou hustoty v daném intervalu). Hustotu tedy nelze pouzit pro vypocet pravdépodobnosti, ze se X
rovng ur¢ité hodnotg, tj. f(z) # P(X = z). Piikaz dunif(3, 0, 5) ndm sice d4 néjaké &islo (nebot’ hustota
f(z) je funkci promeénné x, takze f(3) je ,néjaké ¢islo*), avak toto ¢islo nemd vyznam pravdépodobnosti
jevu ,doba ¢ekdn{ = 3 minuty“, tj. f(3) # P(doba &ekdni = 3).

e Vypocitejte medidan a 10 % a 90 % kvantil. Co tyto hodnoty vyjadiuji?

qunif(c(0.5,0.1,0.9),0,5)

4 Exponencidlni rozdéleni

Exponencidlni rozdéleni mé hustotu danou predpisem

f(z) =Xe™* proz >0, (3)
=0, prox<0 (4)
a distribucni funkci
F(z)=1—-e% proz >0, (5)
=0, prox<O0. (6)

€1

Stfedni hodnota je EX = % a rozptyl je var X = 3.

6) Priklad - délka telefonniho hovoru: Délka telefonniho hovoru se ¥idi exponencidlnim rozdéle-
nim se stfedni hodnotou 5 minut.
<> Nechte si nakreslit hustotu tohoto rozdéleni na intervalu (0, 25).

lambda <- 1/5
curve (dexp (x,lambda),0,25,xlab="x (minut)", ylab = "f(x)")
abline (h=0,v=0,col="grey")

< Jakd je pravdépodobnost, ze hovor bude kratsi nez 3 minuty?

lines(c(0,3),c(0,0),1lwd=3,col="red")
pexp (3, lambda)

< Jakd je pravdépodobnost, ze hovor bude trvat vice nez 10 minut?

lines(c(10,25),c(0,0),1wd=3,col="green")
1 - pexp(10, lambda)

<+ Spocitejte medidn (numericky) a srovnejte jej se vzoreckem z prednasky.

gexp (0.5, lambda)
log(2)/lambda

< Jak4 je minimaln{ délka 10 % nejdelsich hovori?

gexp (0.9, lambda)



5 Konec prace

Nez zaviete vSechna okna, nezapomente si ulozit posledni zmény ve skriptovém souboru:
| File | " [ Save |

nebo klavesovou skratkou Ctrl-s.




