Cviceni z matematické statistiky 07

Posledni tprava dokumentu: 19. biezna 2024.

Maxwellovo a normalni rozdéleni, QQ diagram, Sikmost a Spicatost

Do své slozky J:/matstat si zkopirujte skript cv04.R z adresate V:/turcicova. Tento skript na-
sledné oteviete v RStudiu a nastavte pracovni adresai pomoci Session — Set Working Direc-
tory — To Source File Location.

S teorii k tomuto cviceni vam muze pomoci text Nahodnd velic¢ina a jeji rozdélend (dale pod zkratkou
NVR), ktery najdete na mych strankach, popiipadé si prislusné pojmy pfipomente z prednéasky.

Rozcviéka

Jaka je pravdépodobnost, ze z deseti hodu kostkou nam padné alespon tiikrat Sestka?

1 Maxwellovo rozdéleni

Hustota Maxwellova rozdéleni s parametrem a > 0 ma tvar
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Z4dny explicitni vzorec pro distribuéni funkci Maxwellova rozdéleni bohuzel neexistuje, lze ji zapsat
pouze pomoci integralu z hustoty, tj.
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a tudiz median i kvantily 1ze spoc¢ist jen numericky. Stfedni hodnota je rovna

EX = §a.

s

Neékdy se toto rozdéleni nazyva téz Maxwell-Boltzmannovo.

1) Piiklad - idedlni plyn: Pfi snaze o fyzikdln{ popis souboru mnoha ¢astic se ukézalo, Ze rozdélen{
jejich rychlosti v idedlnim plynu o teploté T' lze velmi dobfe popsat funkei:
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coz je hustota Maxwellova rozdéleni vyse s parametrem a = /kT/m, kde T znaéi teplotu v
Kelvinech, m hmotnost ¢éastice v kilogramech a k je Boltzmannova konstanta.

Ptedpokladejme, ze mame nddobu s 10 moly C'O3 o teploté 300 K. V piipadé COs je hodnota
parametru a rovna

a=\/kET/m = V189T.

< Vykreslete si hustotu rozdélni (2) pro rizné hodnoty teploty T z intervalu 200 az 500 K.



install.packages ("shotGroups")

library(shotGroups)

T1 <- 200; a <- sqrt(189+T1)

curve (dMaxwell (x,a),from = 0, to = 1000, xlab="v [m/s]", ylab= "f(v)",

ylim = ¢(0,0.003), main = "Maxwellovo rozd&leni')

T2 <- 500; a <- sqrt(189+T2)

curve (dMaxwell (x,a),col = 3, add= TRUE)

legend("topright", legend=c(paste(T1,"K"),paste(T2,"K")),col=c(1,3),1ty=c(1,1))
Nejspis jste zpozorovali, ze pii vyssi teploté se vyska kopecku snizi (hodnoty na ose y
klesnou). Je to proto, ze celkové plocha pod hustotou musi byt vzdy rovna jedné, a
tudiz je nutno tuto plochu i pfi vétsim ,roztazeni* ki¥ivky zachovat. To tedy znamen4,
7e pri vyssi teploté je mensi pravdépodobnost, ze ¢astice bude cestovat mensi rychlosti
a naopak jsou upfrednostinovany vyssi rychlosti. P#i poklesu teploty je naopak velmi
pravdépodobné, ze ¢astice bude cestovat nizkou rychlosti.

Spoctéte nejpravdépodobnéjsi rychlost v, a zakreslete si ji do grafu hustoty.
Nejpravdépodobnéjsi rychlost je ta, kde funkce g(z) nabyvéd maxima, to najdeme jedno-
duse z podminky ¢'(v) = 0. Derivace funkce g se rovna
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Polozime-li tento vyraz roven 0, zjistime, ze
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V piipadé CO; o teploté 300 K je v, rovna 336.73 m/s.

T <- 300
a <- sqrt(189+T)
curve (dMaxwell (x,a),from = 0, to = 800, xlab="v [m/s]", ylab= "f(v)",
main = paste(T,"K"), xaxt="n")
axis(side=1, at=c(0,200,600,800), labels = TRUE)
vp <- sqrt(2)*a
abline(v=vp, lty=2)
axis(side=1, at=vp, labels = expression("v'"[p]l))
Spoctéte stiedni rychlost Ev a ptidejte ji do grafu.
Stredni rychlost bychom spocitali jako
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V piipadé CO3 o teploté 300 K je Ev rovna 379.96 m/s.
Jelikoz Ev > v, tak vidime, Ze ackoli se vétSina ¢astic pohybuje rychlosti vy, je tam
mnoho ¢astic které se pohybuji vyrazné rychleji.
Ev <- 2/sqrt(pi)*vp
abline(v=Ev, 1lty=3)
axis(side=1, at=Ev, labels = "E(v)")
Spoctéte stiedni kvadratickou rychlost Ev? a piidejte jeji odmocninu do grafu.

Tato rychlost vlastné predstavuje 2. moment Maxwellova rozdéleni a spocteme ji (pii
integrovani by se vyuzily polarni souradnice) jako

Ev? = / vg(v)dv = ... = —.
0

2



Tato rychlost je v praxi velmi dulezitd, nebot’ pomoci ni lze uréit stfedni kinetickou
energii ¢dstice (molekuly): E(Ey) = $mE(v?). Aby byla tato rychlost porovnatelnd
se stfedni a nejpravdépodobnéjsi rychlosti, zavadi se jeji odmocnina (root-mean-square

velocity)
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V piipadé CO; o teploté 300 K je vpp,s rovna 412.41 m/s.

v_rms <- sqrt(3/2)*vp
abline(v=v_rms, lty=4)
axis(side=1, at=v_rms, labels = expression("v"[rms]))

Poznamka: Vsimnéte si, Ze poméry rychlosti jsou

Urms 3 Urms 3m

Up 2" Ev EX
a tedy jsou konstantni pro kazZdy plyn bez ohledu na teplotu!

< Jakd je pravdépodobnost nalezeni molekuly C'Os, kterd se pohybuje rychlosti mezi 500
a 520 m/s? Jaky pocet ¢astic v nasi nddobé se touto rychlosti pohybuje?
Pravdépodobnost, ze rychlost ¢astice nabyde hodnoty z intervalu (500, 520) m/s je rovna
plose pod kiivkou hustoty v tomto intervalu, tj.

520
P(v € (500, 520)) = / g(v)dv = P(v < 520) — P(v < 500),
500

coz lze v R snadno spocitat pomoci prikazu

a <- sqrt(189+300)

pMaxwell (520,a) - pMaxwell(500,a)
Vysledek jsou asi 3 %. Pokud bychom spocitali pravdépodobnost, ze ¢astice cestuje rych-
losti (v, —10, v,+10), dostali bychom hodnotu skoro 5 %. To, ze je tato pravdépodobnost
vétsi, je patrné uz z tvaru hustoty rozdéleni.
Abychom zjistili pocet molekul v nasi nddobé, které cestuji rychlosti 500-520 m/s, mu-
sime nejprve zjistit celkovy pocet ¢astic v nddobé. Ten je roven

N=n-N4=10-6.023-10% = 6.023 - 10*,

a tudiz pocet molekul pohybujicich se rychlosti v rozmezi 500-520 m/s je 0.03 - N =
1.8-10%.

2 Normalni rozdéleni

Mnohé metody, s nimiz se jeSté potkame, predpokladaji u kvantitativnich dat, ze odpovidaji nor-
mélnimu (Gaussovu) rozdéleni. Toto rozdéleni odvodil Abraham de Moivre v roce 1733, ale pozdéji
dostalo nazev po némeckém matematikovi C. F. Gaussovi.

Zékladni charakteristiky normélniho rozdéleni jste vidéli na prednésce, ale muzete si je pfipomenout
v textu NVR na str. 10.

Hustota normdlniho rozdéleni (tzv. Gaussova kiivka, slangové nazyvand ,gaussovka®) je funkce
dand predpisem
1 _e=w?

flz) = Norroh 207 (3)

kde p a o2 jsou stfedni hodnota a rozptyl, kterézto jsou parametry norméalniho rozdéleni. Zajimavé
je, ze tyto parametry spolu nejsou zadnym zpusobem provazané. To u jinych rozdéleni nenajdeme.

Vykreslete si ,gaussovku® pro ruzné hodnoty stfedni hodnoty a rozptylu (resp. smérodatné od-
chylky) a pozorujte vliv téchto parametru na jeji tvar.
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Obrézek 1: Némecky matematik a fyzik Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) na staré némecké marce.

strhod = 1 # stredni hodnota, zkousejte ruzne hodnoty

smerodch = 3 # smerodatna odchylka, zkousejte ruzne hodnoty

curve (dnorm(x,strhod, smerodch), from = -30, to = 30, ylab = "f(x)")

curve (dnorm(x,10,7), col=2, add=TRUE) # pro porovnani pridame dalsi hustotu

<+ Jak jste jisté zpozorovali, stiedni hodnota normalniho rozdéleni udéava stied hustoty (tj. stied
skopecku*). Rozptyl pak udéva, jak bude kiivka ,roztazena* do stran. Moznd jste si také
v8imli, ze pti vétsi hodnoté rozptylu se vyska kopecku snizi (hodnoty na ose y klesnou). Je
to proto, ze celkova plocha pod hustotou musi byt vzdy rovna jedné, a tudiz je nutno tuto
plochu i pii vétsim rozptylu (a tedy ,roztazenéjsi* kiivce) zachovat.

<+ Jaké jsou obecné vlastnosti hustoty?
<+ Vv jakém rozmezi lezi 50 % hodnot? V jakém nejkratsim rozmezi lezi 50 % vsech hodnot?

q25 <- qnorm(0.25, strhod, smerodch)

q75 <- qnorm(0.75, strhod, smerodch)

round(c(q25, q75), 3)

curve (dnorm(x, strhod, smerodch), from = -20, to = 20, ylab = "f(x)")
lines(c(q25,q75),c(0,0),col="green",lwd=3)

xx <- seq(q25,q75,length.out=101)
polygon(c(q25,xx,q75),c(0,dnorm(xx,strhod, smerodch),0),col="1ightgreen")

< Dile si vykreslete tvar prislusné distribu¢ni funkce. Jaké vlastnosti ma obecné distribuéni
funkce a jaka je jeji spojitost s hustotou?

curve (pnorm(x, strhod, smerodch), from = -20, to = 20, ylab = "F(x)")

1) Piiklad - IQ: Hodnota IQ koeficientu je tabelovdna tak, aby bylo jeho rozdéleni normalni
se stfedni hodnotou 100 a smérodatnou odchylkou 15 (timto tise predpokladdme, ze kazdy
¢lovek je charakterizovan hodnotou IQ urcenou s neomezenou presnosti).

Oznaéme si veli¢inu piedstavujici IQ ndhodné vybraného élovéka jako X . Pak X ~ N (100, 152).
(Druhym parametrem normélniho rozdéleni je tradiéné rozptyl, nikoli smérodatnd odchylka,
proto musime 15 umocnit na druhou).

< Uréeme pravdépodobnost, ze IQ ndhodné vybraného clovéka je nizsi nez 120.



— Zajimé nés tedy P(X < 120), coz je hodnota distribuéni funkce normalniho rozdéleni
N (100, 15%) v bodé 120. Zadny explicitni vzorec pro distribuén{ funkei norméalniho
rozdéleni bohuzel neexistuje, lze ji zapsat pouze pomoci integralu z hustoty, tj.

z 1 _(e-p)?
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kde f(x) je hustota N(u,0?) (viz vzorec (3)). Pro nés tedy

120 1 _ (2—100)2
—oco V 27T152

— Nasgtésti tento integral nemusime pocitat rucéné, ale spocita ho za néas R:
pnorm(120, 100, 15)

P(X <120) =

< Uréeme pravdépodobnost, ze 1QQ ndhodné vybraného clovéka je vyssi nez 110.

— Zde je dotaz na P(X > 110), coz muzeme opét spocitat jako:
P(X > 110) = 1 — P(X < 110),
— coz v R spocteme jako
1 - pnorm(110, 100, 15)

< Uréete pravdépodobnost, ze IQ nahodné vybraného ¢lovéka lezi v intervalu (110, 130).

— Pravdépodobnost, ze veli¢ina X nabyde hodnoty z néjakého intervalu (a, b) je rovna
plose pod kiivkou hustoty v tomto intervalu. A tato plocha se vypocte jakozto uréity
integrél z hustoty f(z) pfes interval (a,b):

b
P(X € (a,b) = Pla< X < b) = / (@) da.
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— Misto pocitani integralu si ale muzeme rozmyslet, Ze
Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b)— F(a).

— V nasem piipadé je a = 110 a b = 130, a tudiz v R vysledek spoc¢teme jako
pnorm (130, 100, 15) - pnorm(110, 100, 15)

< Uréete pravdépodobnost, ze 1Q nahodné vybraného ¢lovéka je rovno 120.



< Jaké nejvyssi IQ musi cloveék mit, aby patfil k 10 % nejméné chytrych v populaci?
gnorm(0.1, 100, 15)

<+ Jaké nejmensi IQ musi ¢lovék mit, aby pattil k 5 % nejchytiejsich v populaci?
gnorm(0.95, 100, 15)

Vv jakém nejkratsim intervalu se nachdzi IQ 95 % populace? Vykreslete si tyto meze do
grafu hustoty.

curve (dnorm(x, 100,15) ,from=60, to=140, 1wd=2) # graf hustoty
abline (h=0,col="grey")

# vykresleni prislusne plochy
lines(qnorm(c(0.025,0.975),100,15),c(0,0),1wd=3,col="green")

xx <- seq(qnorm(0.025,100,15) ,qnorm(0.975,100,15),length.out=101)
polygon(c(gqnorm(0.025,100,15),xx,qnorm(0.975,100,15)),
c(0,dnorm(xx,100,15),0) ,col="1ightgreen")

3 QQ diagram

Shodu rozdéleni dat s predpokladanym rozdélenim lze graficky nejlépe posoudit pomoci kvantil-
kvantilového grafu (angl. QQ plot, coz je zkratka pro quantile-quantile plot). Chceme-li tedy posou-
dit, zda by nage data mohla pochézet z normalniho rozdéleni, je nejlepsim obrazek pravé QQ plot,
v piipadé normalniho rozdéleni nazyvany normdalni diagram.

V normdlnim diagramu jsou na ose x teoretické kvantily normélniho rozdéleni N(0,1) (ty jsou
znamy) a na ose y jsou vybérové kvantily vypoéitané z piislusnych dat (vybérové kvantily jsme
pocitali na predchozich cviéenich pomoci piikazu quantile). Pocet vykreslenych kvantilu je roven
poc¢tu nasich dat. Pochazeji-li nase data z normalniho rozdéleni (ne nutné jen N(0,1)), mély by si
teoretické a vybérové kvantily odpovidat a body v normalnim diagramu by mély lezet na piimce.
Pokud data z normalniho rozdéleni nepochazeji, budou se body v normélnim diagramu kolem
pifmky ruzné vinit, popf. utikat na koncich.

Nenechte se zmast tim, ze vybérové kvantily v normalnim diagramu porovnavame s teoretickymi
kvantily zrovna N (0, 1) rozdéleni. Pokud by nase data pochézela z normélniho rozdéleni s néjakou
jinou stiedni hodnotou a jinym rozptylem (tj. obecné N(u,c?)), bude mit pifmka z bodi akorat
jiny sklon, ale jeji tvar zustane zachovan.

Posouzeni normality na zdkladé normalniho diagramu je samoziejmé zcela subjektivni. Pozdéji
budeme normaélni rozdéleni dat rigorézné testovat pomoci Shapiro-Wilkova testu.

<> Nakreslete normalni diagram pro nahodny vybér z normélniho rozdéleni:

vyber <- rnorm(25, 100, 15)
qqnorm(vyber)
qqline(vyber)

<+ Podivejme se, jak by tento diagram vypadal pro vybér napiiklad z exponencidlniho rozdéleni

vyber2 <- rexp(1000,50)
qqnorm(vyber2)
qqline(vyber2)

4 Sikmost a Spicatost

Vyznam pojmu hustota, Sikmost a $picatost, které pro nas budou nyni dulezité, se muzete po-
drobnéji pfipomenout v textu Ndhodnd velicina a rozdelent, ktery najdete na mych strankach mezi



materialy k jednomu z pfedchozich cviceni.

Teoretickd sikmost normdlniho rozdéleni je 0 (nebot’ jeho hustota je symetrickd), tedy data po-
chézejici z normélniho rozdéleni by méla mit hodnotu vybérové spicatosti (kterou budeme pocitat
nize) kolem nuly.

Teoreticka Spicatost norméalniho rozdéleni je rovna 0, tedy u dat pochazejicich z normélniho rozdé-
leni by se vybérova spicatost (vypoétend z dat) méla pohybovat kolem této hodnoty.

Spoctéme vybérovou Sikmost a Spic¢atost pro nas vybér. Pro pripomenuti:

1 — T; — T\3
as = — ybérové sikmost
3= Z( . ) (vybérova sikmost),
=1
1 & T; —T\4
as = — -3 7hé A Spicatost).
1= Z( . ) (vybérova $picatost)
i=1
< Veliciny )
T — T
2 = : (Z =1,. ,TL)
Sy

se nékdy nazyvaji z-skéry a v R je lze ziskat pomoci funkce scale. Vybérovou sikmost a $pi-
Catost proto snadno spoc¢teme pomoci nasledujicich ptrikaz:

mean (scale(vyber) ~3) # sikmost
mean (scale(vyber)~4) - 3 # spicatost

<> M4-li veli¢ina X rozdéleni N(y, 02), jaké rozdéleni m4 velicina Z = %?

< Nakreslete si histogram vypoctenych z-skéru a porovnejte ho s hustotou rozdéleni N(0, 1).

hist(scale(vyber), prob=TRUE)
curve (dnorm(x), col="red", add=TRUE)

5 Nahodné vektory

2) Piiklad - dvojrozmérné normalni rozdéleni: Vygenerujte si ndhodny vybér o rozsahu 100 z
dvojrozmérného normalniho rozdéleni Ng((g), V), kde varian¢éni matice V' ma tvar
install.packages ("mnormt")

2 13
V= (1.3 ) > '
library (mnormt)

(V <- matrix(c(2, 1.3, 1.3, 5), nrow=2))
(Mu <- c(0, 3))
bvn <- rmnorm(100, Mu, V)

<> Vykreslete si hustotu rozdélent NQ((g),V).

x <- seq(-4, 6, 0.1)

y <- seq(-4, 9, 0.1)

f <- function(x, y) dmnorm(cbind(x, y), Mu, V)

z <- outer(x, y, f)

persp(x, y, z, theta=-20, phi=25, expand=0.6, ticktype='detailed')



g Nagenerované ndhodné vektory (nds vybér bvn) vykreslete do bodového grafu a porov-
nejte s grafem vrstenic.

contour(x, y, z) # graf vrstenic
plot(bvn[,1],bvn[,2],x1im=c(-4,6),ylim=c(-4,9)) # bodovy graf (scatter plot)

6 Konec prace

Nez zaviete vSechna okna, nezapomente si ulozit posledni zmény ve skriptovém souboru:
| File| "™ | Save |

nebo klavesovou skratkou Ctrl-s.




