
Cvičeńı z matematické statistiky 07

Posledńı úprava dokumentu: 19. března 2024.

Maxwellovo a normálńı rozděleńı, QQ diagram, šikmost a špičatost

Do své složky J:/matstat si zkoṕırujte skript cv04.R z adresáře V:/turcicova. Tento skript ná-
sledně otevřete v RStudiu a nastavte pracovńı adresář pomoćı Session → Set Working Direc-

tory → To Source File Location.

S teoríı k tomuto cvičeńı vám může pomoci text Náhodná veličina a jej́ı rozděleńı (dále pod zkratkou
NVR), který najdete na mých stránkách, popř́ıpadě si př́ıslušné pojmy připomeňte z přednášky.

Rozcvička

Jaká je pravděpodobnost, že z deseti hod̊u kostkou nám padně alespoň třikrát šestka?

1 Maxwellovo rozděleńı

Hustota Maxwellova rozděleńı s parametrem a > 0 má tvar

f(x) =
2

a3
√
2π

x2e−
x2

2a2 , pro x ≥ 0, (1)

= 0, pro x < 0.

Žádný explicitńı vzorec pro distribučńı funkci Maxwellova rozděleńı bohužel neexistuje, lze ji zapsat
pouze pomoćı integrálu z hustoty, tj.

P (X ≤ z) =

∫ z

−∞
f(x)dx =

∫ z

−∞

2

a3
√
2π

x2e−
x2

2a2 dx,

a tud́ıž medián i kvantily lze spoč́ıst jen numericky. Středńı hodnota je rovna

EX =

√
8

π
a.

Někdy se toto rozděleńı nazývá též Maxwell-Boltzmannovo.

1) Př́ıklad - ideálńı plyn: Při snaze o fyzikálńı popis souboru mnoha částic se ukázalo, že rozděleńı
jejich rychlost́ı v ideálńım plynu o teplotě T lze velmi dobře popsat funkćı:

g(v) = 4π
( m

2πkT

)3/2
e−

mv2

2kT v2, (2)

což je hustota Maxwellova rozděleńı výše s parametrem a =
√
kT/m, kde T znač́ı teplotu v

Kelvinech, m hmotnost částice v kilogramech a k je Boltzmannova konstanta.

Předpokládejme, že máme nádobu s 10 moly CO2 o teplotě 300 K. V př́ıpadě CO2 je hodnota
parametru a rovna

a =
√

kT/m
.
=

√
189T .

6 Vykreslete si hustotu rozdělńı (2) pro r̊uzné hodnoty teploty T z intervalu 200 až 500 K.
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install.packages("shotGroups")

library(shotGroups)

T1 <- 200; a <- sqrt(189*T1)

curve(dMaxwell(x,a),from = 0, to = 1000, xlab="v [m/s]", ylab= "f(v)",

ylim = c(0,0.003), main = "Maxwellovo rozdělenı́")

T2 <- 500; a <- sqrt(189*T2)

curve(dMaxwell(x,a),col = 3, add= TRUE)

legend("topright", legend=c(paste(T1,"K"),paste(T2,"K")),col=c(1,3),lty=c(1,1))

Nejsṕı̌s jste zpozorovali, že při vyšš́ı teplotě se výška kopečku sńıž́ı (hodnoty na ose y
klesnou). Je to proto, že celková plocha pod hustotou muśı být vždy rovna jedné, a
tud́ıž je nutno tuto plochu i při větš́ım

”
roztažeńı“ křivky zachovat. To tedy znamená,

že při vyšš́ı teplotě je menš́ı pravděpodobnost, že částice bude cestovat menš́ı rychlost́ı
a naopak jsou upřednostňovány vyšš́ı rychlosti. Při poklesu teploty je naopak velmi
pravděpodobné, že částice bude cestovat ńızkou rychlost́ı.

6 Spočtěte nejpravděpodobněǰśı rychlost vp a zakreslete si ji do grafu hustoty.

Nejpravděpodobněǰśı rychlost je ta, kde funkce g(x) nabývá maxima, to najdeme jedno-
duše z podmı́nky g′(v) = 0. Derivace funkce g se rovná

g′(v) = 4π
( m

2πkT

)3/2
e−

mv2

2kT

[
2v − mv3

kT

]
.

Polož́ıme-li tento výraz roven 0, zjist́ıme, že

vp =

√
2kT

m
=

√
2a.

V př́ıpadě CO2 o teplotě 300 K je vp rovna 336.73 m/s.

T <- 300

a <- sqrt(189*T)

curve(dMaxwell(x,a),from = 0, to = 800, xlab="v [m/s]", ylab= "f(v)",

main = paste(T,"K"), xaxt="n")

axis(side=1, at=c(0,200,600,800), labels = TRUE)

vp <- sqrt(2)*a

abline(v=vp, lty=2)

axis(side=1, at=vp, labels = expression("v"[p]))

6 Spočtěte středńı rychlost E v a přidejte ji do grafu.

Středńı rychlost bychom spoč́ıtali jako

E v =

∫ ∞

0
vg(v)dv = ... =

√
8

π
a =

√
8kT

πm
=

2√
π
vp.

V př́ıpadě CO2 o teplotě 300 K je E v rovna 379.96 m/s.

Jelikož E v > vp, tak vid́ıme, že ačkoli se většina částic pohybuje rychlost́ı vp, je tam
mnoho částic které se pohybuj́ı výrazně rychleji.

Ev <- 2/sqrt(pi)*vp

abline(v=Ev, lty=3)

axis(side=1, at=Ev, labels = "E(v)")

6 Spočtěte středńı kvadratickou rychlost E v2 a přidejte jej́ı odmocninu do grafu.

Tato rychlost vlastně představuje 2. moment Maxwellova rozděleńı a spočteme ji (při
integrováńı by se využily polárńı souřadnice) jako

E v2 =

∫ ∞

0
vg(v)dv = ... =

3kT

m
.
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Tato rychlost je v praxi velmi d̊uležitá, nebot’ pomoćı ńı lze určit středńı kinetickou
energii částice (molekuly): E(Ek) = 1

2mE(v2). Aby byla tato rychlost porovnatelná
se středńı a nejpravděpodobněǰśı rychlost́ı, zavád́ı se jej́ı odmocnina (root-mean-square
velocity)

vrms =

√
3kT

m
=

√
3

2
vp.

V př́ıpadě CO2 o teplotě 300 K je vrms rovna 412.41 m/s.

v_rms <- sqrt(3/2)*vp

abline(v=v_rms, lty=4)

axis(side=1, at=v_rms, labels = expression("v"[rms]))

Poznámka: Všimněte si, že poměry rychlost́ı jsou

vrms

vp
=

√
3

2
,

vrms

E v
=

√
3π

8
,

a tedy jsou konstantńı pro každý plyn bez ohledu na teplotu!

6 Jaká je pravděpodobnost nalezeńı molekuly CO2, která se pohybuje rychlost́ı mezi 500
a 520 m/s? Jaký počet částic v naš́ı nádobě se touto rychlost́ı pohybuje?

Pravděpodobnost, že rychlost částice nabyde hodnoty z intervalu (500, 520) m/s je rovna
ploše pod křivkou hustoty v tomto intervalu, tj.

P (v ∈ (500, 520)) =

∫ 520

500
g(v)dv = P (v < 520)− P (v < 500),

což lze v R snadno spoč́ıtat pomoćı př́ıkazu

a <- sqrt(189*300)

pMaxwell(520,a) - pMaxwell(500,a)

Výsledek jsou asi 3 %. Pokud bychom spoč́ıtali pravděpodobnost, že částice cestuje rych-
lost́ı (vp−10, vp+10), dostali bychom hodnotu skoro 5 %. To, že je tato pravděpodobnost
větš́ı, je patrné už z tvaru hustoty rozděleńı.

Abychom zjistili počet molekul v naš́ı nádobě, které cestuj́ı rychlost́ı 500–520 m/s, mu-
śıme nejprve zjistit celkový počet částic v nádobě. Ten je roven

N = n ·NA = 10 · 6.023 · 1023 = 6.023 · 1024,

a tud́ıž počet molekul pohybuj́ıćıch se rychlost́ı v rozmeźı 500–520 m/s je 0.03 · N .
=

1.8 · 1023.

2 Normálńı rozděleńı

Mnohé metody, s nimiž se ještě potkáme, předpokládaj́ı u kvantitativńıch dat, že odpov́ıdaj́ı nor-
málńımu (Gaussovu) rozděleńı. Toto rozděleńı odvodil Abraham de Moivre v roce 1733, ale později
dostalo název po německém matematikovi C. F. Gaussovi.

Základńı charakteristiky normálńıho rozděleńı jste viděli na přednášce, ale můžete si je připomenout
v textu NVR na str. 10.

Hustota normálńıho rozděleńı (tzv. Gaussova křivka, slangově nazývaná
”
gaussovka“) je funkce

daná předpisem

f(x) =
1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 (3)

kde µ a σ2 jsou středńı hodnota a rozptyl, kteréžto jsou parametry normálńıho rozděleńı. Zaj́ımavé
je, že tyto parametry spolu nejsou žádným zp̊usobem provázané. To u jiných rozděleńı nenajdeme.

Vykreslete si
”
gaussovku“ pro r̊uzné hodnoty středńı hodnoty a rozptylu (resp. směrodatné od-

chylky) a pozorujte vliv těchto parametr̊u na jej́ı tvar.

3



Obrázek 1: Německý matematik a fyzik Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) na staré německé marce.

strhod = 1 # stredni hodnota, zkousejte ruzne hodnoty

smerodch = 3 # smerodatna odchylka, zkousejte ruzne hodnoty

curve(dnorm(x,strhod,smerodch), from = -30, to = 30, ylab = "f(x)")

curve(dnorm(x,10,7), col=2, add=TRUE) # pro porovnani pridame dalsi hustotu

6 Jak jste jistě zpozorovali, středńı hodnota normálńıho rozděleńı udává střed hustoty (tj. střed

”
kopečku“). Rozptyl pak udává, jak bude křivka

”
roztažená“ do stran. Možná jste si také

všimli, že při větš́ı hodnotě rozptylu se výška kopečku sńıž́ı (hodnoty na ose y klesnou). Je
to proto, že celková plocha pod hustotou muśı být vždy rovna jedné, a tud́ıž je nutno tuto
plochu i při větš́ım rozptylu (a tedy

”
roztaženěǰśı“ křivce) zachovat.

6 Jaké jsou obecné vlastnosti hustoty?

6 V jakém rozmeźı lež́ı 50 % hodnot? V jakém nejkratš́ım rozmeźı lež́ı 50 % všech hodnot?

q25 <- qnorm(0.25, strhod, smerodch)

q75 <- qnorm(0.75, strhod, smerodch)

round(c(q25, q75), 3)

curve(dnorm(x,strhod,smerodch), from = -20, to = 20, ylab = "f(x)")

lines(c(q25,q75),c(0,0),col="green",lwd=3)

xx <- seq(q25,q75,length.out=101)

polygon(c(q25,xx,q75),c(0,dnorm(xx,strhod,smerodch),0),col="lightgreen")

6 Dále si vykreslete tvar př́ıslušné distribučńı funkce. Jaké vlastnosti má obecně distribučńı
funkce a jaká je jej́ı spojitost s hustotou?

curve(pnorm(x,strhod,smerodch), from = -20, to = 20, ylab = "F(x)")

1) Př́ıklad - IQ: Hodnota IQ koeficientu je tabelována tak, aby bylo jeho rozděleńı normálńı
se středńı hodnotou 100 a směrodatnou odchylkou 15 (t́ımto tǐse předpokládáme, že každý
člověk je charakterizován hodnotou IQ určenou s neomezenou přesnost́ı).

Označme si veličinu představuj́ıćı IQ náhodně vybraného člověka jakoX. PakX ∼ N(100, 152).
(Druhým parametrem normálńıho rozděleńı je tradičně rozptyl, nikoli směrodatná odchylka,
proto muśıme 15 umocnit na druhou).

6 Určeme pravděpodobnost, že IQ náhodně vybraného člověka je nižš́ı než 120.
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– Zaj́ımá nás tedy P (X ≤ 120), což je hodnota distribučńı funkce normálńıho rozděleńı
N(100, 152) v bodě 120. Žádný explicitńı vzorec pro distribučńı funkci normálńıho
rozděleńı bohužel neexistuje, lze ji zapsat pouze pomoćı integrálu z hustoty, tj.

P (X ≤ z) =

∫ z

−∞
f(x)dx =

∫ z

−∞

1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 dx,

kde f(x) je hustota N(µ, σ2) (viz vzorec (3)). Pro nás tedy

P (X ≤ 120) =

∫ 120

−∞

1√
2π152

e−
(x−100)2

2·152 dx.

– Naštěst́ı tento integrál nemuśıme poč́ıtat ručně, ale spoč́ıtá ho za nás R:

pnorm(120, 100, 15)

6 Určeme pravděpodobnost, že IQ náhodně vybraného člověka je vyšš́ı než 110.

– Zde je dotaz na P (X > 110), což můžeme opět spoč́ıtat jako:

P (X > 110) = 1− P (X ≤ 110),

– což v R spočteme jako

1 - pnorm(110, 100, 15)

6 Určete pravděpodobnost, že IQ náhodně vybraného člověka lež́ı v intervalu (110, 130).

– Pravděpodobnost, že veličina X nabyde hodnoty z nějakého intervalu (a, b) je rovna
ploše pod křivkou hustoty v tomto intervalu. A tato plocha se vypočte jakožto určitý
integrál z hustoty f(x) přes interval (a, b):

P (X ∈ (a, b)) = P (a < X < b) =

∫ b

a
f(x)dx.

– Mı́sto poč́ıtáńı integrálu si ale můžeme rozmyslet, že

P (a < X < b) = P (X < b)− P (X < a) = F (b)− F (a).

– V našem př́ıpadě je a = 110 a b = 130, a tud́ıž v R výsledek spočteme jako

pnorm(130, 100, 15) - pnorm(110, 100, 15)

6 Určete pravděpodobnost, že IQ náhodně vybraného člověka je rovno 120.
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6 Jaké nejvyšš́ı IQ muśı člověk mı́t, aby patřil k 10 % nejméně chytrých v populaci?

qnorm(0.1, 100, 15)

6 Jaké nejmenš́ı IQ muśı člověk mı́t, aby patřil k 5 % nejchytřeǰśıch v populaci?

qnorm(0.95, 100, 15)

6 V jakém nejkratš́ım intervalu se nacháźı IQ 95 % populace? Vykreslete si tyto meze do
grafu hustoty.

curve(dnorm(x,100,15),from=60,to=140,lwd=2) # graf hustoty

abline(h=0,col="grey")

# vykresleni prislusne plochy

lines(qnorm(c(0.025,0.975),100,15),c(0,0),lwd=3,col="green")

xx <- seq(qnorm(0.025,100,15),qnorm(0.975,100,15),length.out=101)

polygon(c(qnorm(0.025,100,15),xx,qnorm(0.975,100,15)),

c(0,dnorm(xx,100,15),0),col="lightgreen")

3 QQ diagram

Shodu rozděleńı dat s předpokládaným rozděleńım lze graficky nejlépe posoudit pomoćı kvantil-
kvantilového grafu (angl. QQ plot, což je zkratka pro quantile-quantile plot). Chceme-li tedy posou-
dit, zda by naše data mohla pocházet z normálńıho rozděleńı, je nejlepš́ım obrázek právě QQ plot,
v př́ıpadě normálńıho rozděleńı nazývaný normálńı diagram.

V normálńım diagramu jsou na ose x teoretické kvantily normálńıho rozděleńı N(0, 1) (ty jsou
známy) a na ose y jsou výběrové kvantily vypoč́ıtané z př́ıslušných dat (výběrové kvantily jsme
poč́ıtali na předchoźıch cvičeńıch pomoćı př́ıkazu quantile). Počet vykreslených kvantil̊u je roven
počtu našich dat. Pocházej́ı-li naše data z normálńıho rozděleńı (ne nutně jen N(0, 1)), měly by si
teoretické a výběrové kvantily odpov́ıdat a body v normálńım diagramu by měly ležet na př́ımce.
Pokud data z normálńıho rozděleńı nepocházej́ı, budou se body v normálńım diagramu kolem
př́ımky r̊uzně vlnit, popř. ut́ıkat na konćıch.

Nenechte se zmást t́ım, že výběrové kvantily v normálńım diagramu porovnáváme s teoretickými
kvantily zrovna N(0, 1) rozděleńı. Pokud by naše data pocházela z normálńıho rozděleńı s nějakou
jinou středńı hodnotou a jiným rozptylem (tj. obecně N(µ, σ2)), bude mı́t př́ımka z bod̊u akorát
jiný sklon, ale jej́ı tvar z̊ustane zachován.

Posouzeńı normality na základě normálńıho diagramu je samozřejmě zcela subjektivńı. Později
budeme normálńı rozděleńı dat rigorózně testovat pomoćı Shapiro-Wilkova testu.

6 Nakreslete normálńı diagram pro náhodný výběr z normálńıho rozděleńı:

vyber <- rnorm(25, 100, 15)

qqnorm(vyber)

qqline(vyber)

6 Pod́ıvejme se, jak by tento diagram vypadal pro výběr např́ıklad z exponenciálńıho rozděleńı

vyber2 <- rexp(1000,50)

qqnorm(vyber2)

qqline(vyber2)

4 Šikmost a špičatost

Význam pojmů hustota, šikmost a špičatost, které pro nás budou nyńı d̊uležité, se můžete po-
drobněji připomenout v textu Náhodná veličina a rozděleńı, který najdete na mých stránkách mezi
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materiály k jednomu z předchoźıch cvičeńı.

Teoretická šikmost normálńıho rozděleńı je 0 (nebot’ jeho hustota je symetrická), tedy data po-
cházej́ıćı z normálńıho rozděleńı by měla mı́t hodnotu výběrové špičatosti (kterou budeme poč́ıtat
ńıže) kolem nuly.

Teoretická špičatost normálńıho rozděleńı je rovna 0, tedy u dat pocházej́ıćıch z normálńıho rozdě-
leńı by se výběrová špičatost (vypočtená z dat) měla pohybovat kolem této hodnoty.

Spočtěme výběrovou šikmost a špičatost pro náš výběr. Pro připomenut́ı:

a3 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄

sx

)3
(výběrová šikmost),

a4 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄

sx

)4
− 3 (výběrová špičatost).

6 Veličiny

zi =
xi − x̄

sx
(i = 1, . . . , n)

se někdy nazývaj́ı z-skóry a v R je lze źıskat pomoćı funkce scale. Výběrovou šikmost a špi-
čatost proto snadno spočteme pomoćı následuj́ıćıch př́ıkaz̊u:

mean(scale(vyber)^3) # sikmost

mean(scale(vyber)^4) - 3 # spicatost

6 Má-li veličina X rozděleńı N(µ, σ2), jaké rozděleńı má veličina Z = X−µ
σ ?

6 Nakreslete si histogram vypočtených z-skór̊u a porovnejte ho s hustotou rozděleńı N(0, 1).

hist(scale(vyber), prob=TRUE)

curve(dnorm(x), col="red", add=TRUE)

5 Náhodné vektory

2) Př́ıklad - dvojrozměrné normálńı rozděleńı: Vygenerujte si náhodný výběr o rozsahu 100 z
dvojrozměrného normálńıho rozděleńı N2(

(
0
3

)
, V ), kde variančńı matice V má tvar

V =

(
2 1.3
1.3 5

)
.

install.packages("mnormt")

library(mnormt)

(V <- matrix(c(2, 1.3, 1.3, 5), nrow=2))

(Mu <- c(0, 3))

bvn <- rmnorm(100, Mu, V)

6 Vykreslete si hustotu rozděleńı N2(
(
0
3

)
, V ).

x <- seq(-4, 6, 0.1)

y <- seq(-4, 9, 0.1)

f <- function(x, y) dmnorm(cbind(x, y), Mu, V)

z <- outer(x, y, f)

persp(x, y, z, theta=-20, phi=25, expand=0.6, ticktype='detailed')
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6 Nagenerované náhodné vektory (náš výběr bvn) vykreslete do bodového grafu a porov-
nejte s grafem vrstenic.

contour(x, y, z) # graf vrstenic

plot(bvn[,1],bvn[,2],xlim=c(-4,6),ylim=c(-4,9)) # bodovy graf (scatter plot)

6 Konec práce

Než zavřete všechna okna, nezapomeňte si uložit posledńı změny ve skriptovém souboru:

File y Save

nebo klávesovou skratkou Ctrl-s.
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