
Cvičeńı z matematické statistiky 07

Posledńı úprava dokumentu: 10. dubna 2024.

Dvouvýběrový t-test a Wilcoxon̊uv test, ANOVA

Ze složky V:/turcicova si stáhněte soubor znamky.txt. Tento datový soubor obsahuje údaje (hod-
noty oddělené mezerou) o prospěchu v 7. a 8. tř́ıdě u 181 dět́ı (93 d́ıvek a 88 chlapc̊u) a hodnotě
jejich IQ. Najdeme zde následuj́ıćı proměnné:

ZAK identifikačńı č́ıslo žáka
SKOLA identifikačńı č́ıslo školy
POHLAVI pohlav́ı žáka (0 - d́ıvka, 1 - chlapec)
IQ hodnota IQ;
ZN7 pr̊uměrná známka na vysvědčeńı v pololet́ı 7. tř́ıdy;
ZN7K pr̊uměrná známka na vysvědčeńı na konci 7. tř́ıdy;
ZN8 pr̊uměrná známka na vysvědčeńı v pololet́ı 8. tř́ıdy;

1) Spust’te si RStudio, nastavte pracovńı adresář, otevřete si nový skript a uložte si jej. Dále si
načtěte datovou tabulku znamky.txt.

zaci <- read.table("znamky.txt", header = TRUE, sep = " ", dec = ".")

2) Pod́ıvejte se, které veličiny jsou kategoriálńı, a př́ıpadně změňte jejich formát na factor:

zaci$POHLAVI <- as.factor(zaci$POHLAVI)

zaci$SKOLA <- as.factor(zaci$SKOLA)

3) Zajistěte si př́ımý př́ıstup k dat̊um a data uložte ve formátu RData.

save(zaci, file = "zaci.RData")

attach(zaci)

4) Pomoćı vhodného obrázku prozkoumejte, jak spolu souviśı známka z konce 7. tř́ıdy a z pololet́ı
8. tř́ıdy. Př́ıslušný vztah popǐstě také č́ıselně pomoćı korelačńıho koeficientu.

1 Dvouvýběrový t-test

Nyńı se zaměř́ıme na testy slouž́ıćı k porovnáńı středńıch hodnot dvou populaćı, ze kterých máme
k dispozici výběry. Prostudujte si prośım př́ıslušnou teorii v textu Dvouvýběrové testy (dále jako
DVT ), který je k dispozici na mých stránkách.

Zaj́ımáme se o porovnáńı IQ chlapc̊u a d́ıvek. Označme si IQ náhodně vybrané d́ıvky jako X a
předpokládejme, že X ∼ N(µx, σ

2
y). Analogicky označme jako Y IQ náhodně vybraného chlapce a

předpokládejme Y ∼ N(µy, σ
2
y).

1) Pomoćı popisných statistik si udělejte představu o tm, zda se typické IQ chlapc̊u a d́ıvek ĺı̌śı.

2) Vykreslete si vhodný ilustrativńı obrázek.

boxplot(IQ~POHLAVI)
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Nakreslete graf pr̊uměr̊u (plot of means) s
”
anténami“ odvozenými ze směrodatných chyb

pr̊uměr̊u a dále z interval̊u spolehlivosti pro středńı hodnotu.

install.packages("RcmdrMisc") # nainstaluje knihovnu

library(RcmdrMisc) # otevre knihovnu

plotMeans(IQ, POHLAVI, error.bars = "conf.int", level=0.95)

plotMeans(IQ, POHLAVI, error.bars = "se")

3) Ověřte, zda lze předpokládat, že IQ chlapc̊u a d́ıvek jsou nezávislé výběry z normálńıho
rozděleńı se shodných rozptylem.

qqnorm(IQ[POHLAVI == 0])

qqline(IQ[POHLAVI == 0])

qqnorm(IQ[POHLAVI == 1])

qqline(IQ[POHLAVI == 1])

shapiro.test(IQ[POHLAVI == 0]) # test normality 1. vyberu

shapiro.test(IQ[POHLAVI == 1]) # test normality 2. vyberu

Otestujme nyńı pomoćı F-testu hypotézu H0 : σ
2
x = σ2

y proti H1 : σ
2
x ̸= σ2

y .

var.test(IQ~POHLAVI) # nebo

var.test(IQ[POHLAVI == 0], IQ[POHLAVI == 1])

6 Podporuj́ı tato data hypotézu o shodných rozptylech?
P-hodnota vycháźı 0.2663, takže shodu rozptyl̊u nezamı́táme.

6 Co udává 95 percent confidence interval ve výstupu?

Je to 95% interval spolehlivosti pro pod́ıl σ2
x

σ2
y
. Jelikož tento interval obsahuje jedničku (což je

teoretická hodnota tohoto pod́ılu za platnosti H0), tak opět docháźıme k závěru, že shodu
rozptyl̊u nelze zamı́tnout.

4) Otestujte, zda je typické IQ chlapc̊u stejné jako typické IQ d́ıvek.

6 Uved’te uvažovaný model. Jsou splněny předpoklady tohoto testu?

6 Formulujte nulovou a alternativńı hypotézu.

6Chceme testovat H0 : µx = µy proti H1 : µx ̸= µy.

6 Proved’te dvouvýběrový t-test.

t.test(IQ~POHLAVI, var.equal = TRUE) # prvni moznost

t.test(IQ[POHLAVI == 0], IQ[POHLAVI == 1], var.equal = TRUE) # druha moznost

Argumentem var.equal=TRUE ř́ıkáme, že jsme otestovali shodu rozptyl̊u a došli jsme k
závěru, že shodné rozptyly lze předpokládat.

6 Jaký je závěr (zamı́táme/nezamı́táme H0 na požadované hladině)?
Nulovou hypotézu zamı́táme, protože p-hodnota je menš́ı než zvolená hladina α = 0.05.

6 Jak byste formulovali sv̊uj závěr bez použit́ı výraz̊u
”
zamı́táme/nezamı́táme H0“?

”
Na 5% hladině jsme prokázali, že středńı hmotnost d́ıvek a chlapc̊u v populaci neńı

stejná.“

6 Jak souviśı výsledek testu s intervalem spolehlivosti, jež je též uveden ve výstupu?
95% interval spolehlivosti (-8.151, 0.736) obsahuje s pravděpodobnost́ı 0.95 skutečnou
hodnotu rozd́ılu µx−µy. Má-li platit nulová hypotéza (podle které je µx−µy = 0), měla
by nula ležet v tomto intervalu. Ta tam opravdu lež́ı, tedy a docháźıme tedy ke stejnému
závěru jako pomoćı p-hodnoty, a to k nezamı́tnut́ı H0.
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5) O platnosti předpoklad̊u (a volbě statistického postupu) by se správně mělo rozhodovat ještě
předt́ım, než jsou známa data. Předpoklady bychom tedy měli formulovat např. na základě
historických dat apod. V př́ıpadě t-testu je zejména předpoklad shody rozptyl̊u poměrně
zbytečný, nebot’ t-test, který shodu rozptyl̊u nepředpokládá, je v situaci, kdy shoda rozptyl̊u
plat́ı, zpravidla jenom nepatrně slabš́ı (tzn. śıla testu je menš́ı) než t-test se shodou rozptyl̊u.
Obvykle tedy provád́ıme rovnou t-test pro nestejné rozptyly, který se nazývá Welch̊uv test.

t.test(IQ~POHLAVI)

t.test(IQ[POHLAVI == 0], IQ[POHLAVI == 1])

6 O kolik se změnila p-hodnota? Lǐśı se náš závěr?

Jednostranná alternativa

6) Zjistěte, zda maj́ı chlapci nižš́ı IQ než d́ıvky.

6 Odpovězte na zkoumanou otázku pomoćı vhodného testu.

6 Poznámka: Kdybyste si nebyli jist́ı pořad́ım kategoríı nějakého factoru, můžete si ho
ověřit př́ıkazem

levels(as.factor(POHLAVI))

2 Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Nyńı se pokusme zjistit, zda se významně lǐśı pr̊uměrná známka na pololetńım vysvědčeńı v 7. tř́ıdě
u chlapc̊u a d́ıvek. Bude nás tedy zaj́ımat, zda se středńı hodnota pr̊uměru na vysvědčeńı v pololet́ı
7. tř́ıdy lǐśı v populaci d́ıvek a chlapc̊u.

Označme jako X známku náhodně vybrané d́ıvky a jako Y známku náhodně vybraného chlapce.

7) Je smysluplné předpokládat v této situaci, že X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny?

8) Začněte opět t́ım, že spoč́ıtáte základńı popisné statistiky pro ZN7 v závislosti na pohlav́ı
žáka.

9) Pokračujte opět t́ım, že si pomoćı krabičkových graf̊u uděláte představu o souvislostech mezi
pohlav́ım žáka a jeho pr̊uměrem na pololetńım vysvědčeńı v 7. tř́ıdě.

10) Lze předpokládat, že rozděleńı pr̊uměrné známky je jak u chlapc̊u tak u d́ıvek normálńı?

shapiro.test(ZN7[POHLAVI == 0])

shapiro.test(ZN7[POHLAVI == 1])

11) V předcházej́ıćım kroku jsme zjistili, že u obou pohlav́ı je rozděleńı známek prokazatelně
(dokonce na hladinách nižš́ıch než 1 %) nenormálńı. V takové situaci můžeme sáhnout k ně-
kterému z pořadových test̊u. Ke zjǐstěńı, zda pr̊uměrná známka souviśı s pohlav́ım žáka,
bychom mohli použ́ıt dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test (Mann̊uv-Whitneẙuv test, Wilcoxon rank
sum test). Testovat budeme H0 : ”

rozděleńı X je shodné s rozděleńım Y “ proti H1 : ”
rozděleńı

X se lǐśı od rozděleńı Y “. Vzhledem k tomu, že Wilcoxon̊uv test je citlivý zejména na situace,
kdy se rozděleńı X a Y lǐśı pouze polohou (např. mediánem), specifikuj́ı se testované hypotézy
často jako H0 : med(X) = med(Y ) proti H1 : med(X) ̸= med(Y ).

Proved’me dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test.

wilcox.test(ZN7 ~ POHLAVI) # prvni moznost

wilcox.test(ZN7[POHLAVI==0], ZN7[POHLAVI==1]) # druha moznost
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Tato funkce poč́ıtá testovou statistiku zp̊usobem popsaným Mannem a Whitneyem v roce
1947. Hodnota W = 5311 ve výstupu je hodnotou testové statistiky Uy ze vzorce (6) v textu
DVT.

6 Jaký je závěr?
P-hodnota vyšla 0.9776. Nezamı́táme tedy nulovou hypotézu, že by středńı hodnota věku
matek byla v populaci d́ıvek i chlapc̊u shodná.

3 Analýza rozptylu

Podrobněǰśı popis teorie analýzy rozptylu jednoduchého tř́ıděńı naleznete v textu Analýza rozptylu
(dále jako ANV), který naleznete na mých stránkách.

Zjistěte, zda se středńı hodnota IQ žák̊u lǐśı na jednotlivých školách.

1) Spočtěte základńı popisné statistiky pro IQ žáka v závislosti na tom, jakou školu navštěvuje
(SKOLA) a vhodně je graficky znázorněte.

tapply(IQ,SKOLA,summary)

boxplot(IQ~SKOLA)

2) Znázorněte graficky pr̊uměrné IQ v závislosti na navštěvované škole spolu s 95% intervaly
spolehlivosti pro středńı IQ.

plotMeans(IQ, SKOLA, error.bars = "conf.int", level=0.95)

Pravděpodobnostńı model a formulace hypotéz

Máme k dispozici údaje ze čtyř škol. Označme jako Yk IQ náhodně vybraného žáka z k-té školy.
V př́ıpadě, že lze předpokládat, že Y1 ∼ N (µ1, σ

2
1), Y2 ∼ N (µ2, σ

2
2), Y3 ∼ N (µ3, σ

2
3), Y4 ∼

N (µ4, σ
2
4), a plat́ı-li nav́ıc σ1 = σ2 = σ3 = σ4, umı́me pomoćı analýzy rozptylu testovat H0 :

µ1 = µ2 = µ3 = µ4 proti H1 : alespoň dvě středńı hodnoty se lǐśı.

Ověřováńı předpoklad̊u

3) Normalitu rozděleńı veličin Y1, Y2, Y3 a Y4 budeme zkoumat až na konci.

4) Zjistěme si alespoň, zda je smysluplné předpokládat shodnou variabilitu IQ žák̊u v jednot-
livých skupinách dle navštěvované školy. K tomu lze použ́ıt např. Levene̊uv test z knihovny
car

install.packages("car") # instalace knihovny (trvá dlouho)

library(car) # otevřenı́ knihovny

leveneTest(IQ ~ SKOLA) # Leveneův test

nebo z knihovny lawstat

install.packages("lawstat") # instalace knihovny (rychlejšı́)

library(lawstat) # otevřenı́ knihovny

levene.test(IQ, SKOLA) # Leveneův test

6 Z výstupu nás zaj́ımá pouze p-hodnota, která v tomto př́ıpadě čińı 0.16. Jelikož je p-
hodnota větš́ı než zvolená hladina α = 0.05, nezamı́táme shodu populačńıch rozptyl̊u.
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Obdobně lze použ́ıt též Bartlett̊uv test, který je však mnohem citlivěǰśı v̊uči př́ıpadné nenor-
malitě.

bartlett.test(IQ ~ SKOLA)

6 I zde nás př́ıpadně zaj́ımá pouze p-hodnota, která vyšla 0.28. Jelikož je to hodnota vyšš́ı než
předpokládaná hladina α = 0.05, nezamı́táme shodu populačńıch rozptyl̊u IQ v jednotlivých
školách a můžeme ji tedy předpokládat.

V praxi samozřejmě stač́ı použ́ıt pouze jeden z těchto test̊u - bud’ Levene̊uv, nebo Bartlett̊uv.
Vyšlo nám, že shodu populačńıch rozptyl̊u hmotnost́ı v jednotlivých skupinách lze předpoklá-
dat. Označme si hodnotu tohoto společného rozptylu jako σ2 (tj. předpokládáme σ2

1 = σ2
2 =

σ2
3 = σ2

4 =: σ2).

Test hypotézy

5) Nyńı pomoćı analýzy rozptylu otestujme

H0 : µ1 = µ2 = µ3 = µ4 proti

H1 : µ1 ̸= µ2 ∨ µ1 ̸= µ3 ∨ µ1 ̸= µ4 ∨ µ2 ̸= µ3 ∨ µ2 ̸= µ4 ∨ µ3 ̸= µ4

(jinými slovy: alespoň jedna dvojice středńıch hodnot se neshoduje).

Hladinu testu budeme uvažovat 5 %, tj. α = 0.05.

mod01 <- aov(IQ ~ SKOLA) # vytvořenı́ modelu

summary(mod01) # tabulka analýzy rozptylu

6 vysvětleńı anglických zkratek:

Df = degrees of freedom

Sum Sq = sum of squares

Mean Sq = mean squares

F value = value of F-statistics

6 Porovnejte si tabulku z výstupu s tabulkou z textu ANV na str. 4. Vid́ıme, že:

Součet čtverc̊u SA = 3625

Reziduálńı součet čtverc̊u Se = 38038

Reziduálńı rozptyl s2 = 214.9 (v textu ANV vzorec (2))

Hodnota testové statistiky F = 5.622 (v textu ANV vzorec (3))

p-hodnota = 0.00105

Celková variabilita ST v tabulce uvedena neńı, nebot’ je součtem SA a Se.

6 Jaký je závěr (zamı́táme/nezamı́táme H0 na požadované hladině)?
P-hodnota vyšla 0.00105, což je méně než zvolená hladina 0.05, tud́ıž nulovou hypotézu
zamı́táme.

6 Jak byste formulovali sv̊uj závěr bez použit́ı výraz̊u
”
zamı́táme/nezamı́táme H0“?

Na hladině 5 % jsme prokázali, že IQ dět́ı se na jednotlivých školách lǐśı.

6 Jaký je odhad společného rozptylu hmotnost́ı σ2?
T́ım odhadem je reziduálńı rozptyl s2 = Se

fe
= 214.9.

6) Jelikož byla nulová hypotéza zamı́tnuta, potřebujeme zjistit, u kterých skupin se populačńı
pr̊uměry lǐśı. K tomu slouž́ı mnohonásobné porovnáváńı, které se většinou provád́ı Tukeyho
metodou.
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TukeyHSD(mod01) # mnohonásobné porovnánı́

6 Z dř́ıvěǰska máme označeno, že µ1 je populačńı pr̊uměr IQ žák̊u z 1. školy. Označme si
dále ȳ1 výběrový pr̊uměr IQ žák̊u z 1. školy v našich datech. Analogicky pak budeme mı́t
µ2 = populačńı pr̊uměr IQ žák̊u a ȳ2 př́ıslušný výběrový pr̊uměr, stejně tak pro (µ2, ȳ3)
a (µ4, ȳ4). Z výstupu výše vid́ıme, že:

– ȳ2 − ȳ1 = 6.737183

– 95% interval spolehlivosti pro µ2 − µ1 je (−0.282, 13.757)

– p-hodnota testu hypotézy H0 : µ2 = µ1 je 0.065.

Analogicky pro ostatńı dvojice. Jediný interval spolehlivosti, který neobsahuje nulu, je
interval

”
4-2“, a tedy u porovnáńı škol č. 2 a 4 nemá nula šanci být skutečným rozd́ılem

př́ıslušných populačńıch pr̊uměr̊u. Tomu odpov́ıdá fakt, že př́ı̌sluná p-hodnota je menš́ı
než 0.05. U všech ostatńıch dvojic je p-hodnota větš́ı než 0.05 (a př́ıslušný interval spo-
lehlivosti pro rozd́ıl středńıch hodnot obsahuje nulu), a tud́ıž rozd́ıl IQ žák̊u u ostatńıch
dvojic škol neńı statisticky významný. Závěr tedy je, že IQ žák̊u se významně odlǐsuje
pouze na školách č. 2 a 4.

6 Zkratka p adj by se dala přeč́ıst jako
”
p-value adjusted for multiple comparisons“ a

upozorňuje na fakt, že p-hodnoty berou v potaz, kolik pr̊uměr̊u porovnáváme. Zohledňuj́ı
to i intervaly spolehlivosti. Spolehlivost 95 % se vztahuje na všechny intervaly současně!

6 Intervaly spolehlivosti lze přehledně znázornit v obrázku, kde je ihned vidět, které z nich
neobsahuj́ı nulu, a tud́ıž které z nich zp̊usobily zamı́tnut́ı nulové hypotézy o rovnosti
všech středńıch hodnot:

plot(TukeyHSD(mod01))

V našem př́ıpadě nulu obsahuj́ı všechny intervaly kromě intervalu pro µ4 − µ2. Dvojice
škol č. 2 a 4 tedy zp̊usobila zamı́tnut́ı nulová hypotézy H0 : µ1 = µ2 = µ3 = µ4.

7) Normálńı rozděleńı lze nyńı ověřit
”
najednou“ pomoćı standardizovaných rezidúı z odhadnu-

tého
”
modelu“ (viz text ANV, str. 4, dole):

shapiro.test(rstandard(mod01))

P-hodnota vyšla 0.7291, což je v́ıce než hladina 0.05, a tud́ıž normálńı rozděleńı IQ v jednot-
livých skupinách nezamı́táme.

8) ANOVA je v podstatě dvouvýběrový t-test rozš́ı̌rený na srovnáńı v́ıce jak dvou skupin. Ob-
dobně jako u t-testu lze vynechat předpoklad shodnosti rozptyl̊u v jednotlivých skupinách a
použ́ıt př́ıkaz:

oneway.test(IQ ~ SKOLA)

6 Výstup této funkce je bohužel trochu chudš́ı než u funkce aov a neobsahuje kompletńı
tabulku analýzy rozptylu.
6 P-hodnota testu hypotézy, že populačńı pr̊uměry jsou ve všech skupinách stejné, vyšla
0.0003625, což je podobně ńızká hodnota jako u ANOVY s předpokladem shodných rozptyl̊u.
Náš závěr by byl tedy stejný.
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