Cviceni z matematické statistiky 07

Posledni tprava dokumentu: 10. dubna 2024.

Dvouvybérovy t-test a Wilcoxontiv test, ANOVA

Ze slozky V:/turcicova si stahnéte soubor znamky.txt. Tento datovy soubor obsahuje udaje (hod-
noty oddélené mezerou) o prospéchu v 7. a 8. tiidé u 181 déti (93 divek a 88 chlapcu) a hodnoté
jejich 1Q. Najdeme zde nésledujici proménné:

ZAK identifika¢ni ¢islo zdka
SKOLA identifika¢ni ¢islo skoly
POHLAVI pohlavi zéka (0 - divka, 1 - chlapec)

IQ hodnota 1Q;

ZN7 prumérnd zndmka na vysvédcéeni v pololeti 7. t¥idy;
ZN7K prumérna znamka na vysvédéeni na konci 7. tfidy;
ZN8 prumérnd zndmka na vysvédcéeni v pololeti 8. t¥idy;

1) Spust’te si RStudio, nastavte pracovni adresaf, oteviete si novy skript a ulozte si jej. Déle si
nactéte datovou tabulku znamky.txt.

zaci <- read.table("znamky.txt", header = TRUE, sep = " ", dec = ".")

2) Podivejte se, které veliciny jsou kategoridlni, a ptipadné zménte jejich formédt na factor:

zaci$POHLAVI <- as.factor(zaci$POHLAVI)
zaci$SKOLA <- as.factor(zaci$SKOLA)

3) Zajistéte si pifmy ptistup k datiim a data ulozte ve formétu RData.

save(zaci, file = "zaci.RData")
attach(zaci)

4) Pomoc{ vhodného obrazku prozkoumejte, jak spolu souvisi zndmka z konce 7. ti{dy a z pololeti
8. tfidy. Prislusny vztah popisté také ¢iselné pomoci korelaéniho koeficientu.

1 Dvouvybérovy t-test

Nyni se zaméiime na testy slouzici k porovnani stiednich hodnot dvou populaci, ze kterych mame
k dispozici vybéry. Prostudujte si prosim pfislusnou teorii v textu Dvouvybérové testy (déle jako
DVT), ktery je k dispozici na mych strankach.

Zajimame se o porovnani IQ chlapcti a divek. Oznacme si IQ ndhodné vybrané divky jako X a
predpoklddejme, ze X ~ N (uy, O'g). Analogicky oznacme jako Y IQ néhodné vybraného chlapce a
predpoklddejme Y ~ N (py, 05).

1) Pomoci popisnych statistik si udélejte predstavu o tm, zda se typické IQ chlapcti a divek I{sf.
2) Vykreslete si vhodny ilustrativn{ obrdzek.

boxplot (IQ~POHLAVI)



Nakreslete graf prumeéru (plot of means) s ,anténami* odvozenymi ze smérodatnych chyb
prumért a dale z intervala spolehlivosti pro stiedni hodnotu.

install.packages("RcmdrMisc") # nainstaluje knihovnu
library(RcmdrMisc) # otevre knihovnu

plotMeans (I, POHLAVI, error.bars = "conf.int", level=0.95)
plotMeans (IQ, POHLAVI, error.bars = "se")

3) Ovéite, zda lze piedpoklddat, ze IQ chlapct a divek jsou nezavislé vybéry z normélniho
rozdéleni se shodnych rozptylem.

qqnorm (IQ[POHLAVI == 0])
qqline (IQ[POHLAVI == 0])
qqnorm(IQ[POHLAVI == 1])
qqline (IQ[POHLAVI == 1])
shapiro.test (IQ[POHLAVI == 0]) # test normality 1. vyberu
shapiro.test (IQ[POHLAVI == 1])  # test normality 2. vyberu

2

Otestujme nyni pomoci F-testu hypotézu Hy : 02 = 05 proti Hy : 02 # oy

var.test (IQ POHLAVI) # nebo
var.test (IQ[POHLAVI == 0], IQ[POHLAVI == 1])

<+ Podporuji tato data hypotézu o shodnych rozptylech?

P-hodnota vychazi 0.2663, takze shodu rozptylt nezamitame.

<> Co udavé 95 percent confidence interval ve vystupu?

Je to 95% interval spolehlivosti pro podil Z—; Jelikoz tento interval obsahuje jednicku (coz je
teoretickd hodnota tohoto podilu za platnosti Hp), tak opét dochazime k zavéru, ze shodu
rozptylu nelze zamitnout.

4) Otestujte, zda je typické IQ chlapct stejné jako typické 1Q divek.

< Uved'te uvazovany model. Jsou splnény predpoklady tohoto testu?

< Formulujte nulovou a alternativni hypotézu.
<*Chceme testovat Ho @ piz = iy proti Hy @ fig # [y

< Proved'te dvouvybérovy t-test.

t.test (IQ POHLAVI, var.equal = TRUE) # prvni moznost
t.test (IQ[POHLAVI == 0], IQ[POHLAVI == 1], var.equal = TRUE) # druha moznost

Argumentem var.equal=TRUE iikdme, Ze jsme otestovali shodu rozptyli a dosli jsme k
zéveéru, ze shodné rozptyly lze predpokladat.

<> Jaky je zavér (zamitdme/nezamitéme Hy na pozadované hlading)?
Nulovou hypotézu zamitame, protoze p-hodnota je mensi nez zvolena hladina o = 0.05.

<+ Jak byste formulovali sviij zdvér bez pouziti vyrazu ,zamitdme/nezamitdme Hy“?
»,Na 5% hladiné jsme prokézali, ze stfedni hmotnost divek a chlapct v populaci neni
stejna.«

< Jak souvisi vysledek testu s intervalem spolehlivosti, jez je téz uveden ve vystupu?
95% interval spolehlivosti (-8.151, 0.736) obsahuje s pravdépodobnosti 0.95 skute¢nou
hodnotu rozdilu pi; — p,,. Ma-li platit nulovd hypotéza (podle které je i, — 1, = 0), méla
by nula lezet v tomto intervalu. Ta tam opravdu lezi, tedy a dochézime tedy ke stejnému
zaveéru jako pomoci p-hodnoty, a to k nezamitnuti Hy.



5)

6)

O platnosti predpokladu (a volbé statistického postupu) by se spravné mélo rozhodovat jesté
predtim, nez jsou znama data. Pfredpoklady bychom tedy méli formulovat napt. na zdkladé
historickych dat apod. V pfipadé t-testu je zejména piedpoklad shody rozptylu pomérné
zbytecny, nebot’ t-test, ktery shodu rozptyliu nepredpoklada, je v situaci, kdy shoda rozptyla
plati, zpravidla jenom nepatrné slabsi (tzn. sila testu je mensi) nez t-test se shodou rozptylu.
Obvykle tedy provadime rovnou t-test pro nestejné rozptyly, ktery se nazyva Welchuv test.

t.test (IQ~POHLAVI)
t.test (IQ[POHLAVI == 0], IQ[POHLAVI == 1])

<> O kolik se zménila p-hodnota? Lisf se nas zaver?

Jednostranna alternativa
Zjistéte, zda maji chlapci nizsi 1Q nez divky.

<+ Odpovézte na zkoumanou otazku pomoci vhodného testu.
< Poznamka: Kdybyste si nebyli jisti poradim kategorii néjakého factoru, muzete si ho
overit prikazem

levels(as.factor (POHLAVI))

2 Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

Nyni se pokusme zjistit, zda se vyznamné lisi pramérna znamka na pololetnim vysvédéeni v 7. tiidé
u chlapcu a divek. Bude nés tedy zajimat, zda se stfedni hodnota priméru na vysvédéeni v pololeti
7. t¥idy 1isi v populaci divek a chlapcu.

Ozna¢me jako X znamku ndhodné vybrané divky a jako Y zndmku ndhodné vybraného chlapce.

7)
8)

9)

10)

11)

Je smysluplné predpokladat v této situaci, ze X a Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny?

Zactnéte opét tim, ze spocitate zakladni popisné statistiky pro ZN7 v zavislosti na pohlavi
zéaka.

Pokracujte opét tim, ze si pomoci krabickovych grafu udéldte predstavu o souvislostech mezi
pohlavim zdka a jeho prumérem na pololetnim vysvédéeni v 7. t¥ideé.

Lze piedpokladat, ze rozdéleni prumérné zndmky je jak u chlapcu tak u divek normélni?

shapiro.test (ZN7 [POHLAVI == 0])
shapiro.test (ZN7 [POHLAVI == 1])

V predchéazejicim kroku jsme zjistili, Ze u obou pohlavi je rozdéleni zndmek prokazatelné
(dokonce na hladindch nizsich nez 1 %) nenormélni. V takové situaci muzeme sdhnout k né-
kterému z poradovych testu. Ke zjisténi, zda prumérnd znamka souvisi s pohlavim Zzéka,
bychom mohli pouzit dvouvgbérovy Wilcozoniv test (Manniv-Whitneyiv test, Wilcoxon rank
sum test). Testovat budeme Hy : ,rozdéleni X je shodné s rozdélenim Y “ proti H; : ,rozdéleni
X se lisi od rozdéleni Y“. Vzhledem k tomu, ze Wilcoxonuv test je citlivy zejména na situace,
kdy se rozdéleni X a Y lisi pouze polohou (napf. medidnem), specifikuji se testované hypotézy
¢asto jako Hp : med(X) = med(Y") proti H; : med(X) # med(Y).

Proved’'me dvouvybérovy Wilcoxontuv test.

wilcox.test (ZN7 ~ POHLAVI) # prvni moznost
wilcox.test (ZN7 [POHLAVI==0], ZN7[POHLAVI==1]) # druha moznost



Tato funkce pocitd testovou statistiku zpusobem popsanym Mannem a Whitneyem v roce
1947. Hodnota W = 5311 ve vystupu je hodnotou testové statistiky U, ze vzorce (6) v textu
DVT.

< Jaky je zaveér?
P-hodnota vysla 0.9776. Nezamitame tedy nulovou hypotézu, ze by stfedni hodnota véku
matek byla v populaci divek i chlapcu shodna.

3 Analyza rozptylu

Podrobnéjsi popis teorie analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni naleznete v textu Analyza rozptylu
(déle jako ANV), ktery naleznete na mych strankéch.

Zjistéte, zda se stiedni hodnota 1Q zaku lig{ na jednotlivych gkolédch.

1) Spoctéte zakladni popisné statistiky pro 1Q zdka v zdvislosti na tom, jakou skolu navstévuje
(SKOLA) a vhodné je graficky zndzornéte.

tapply (IQ,SKOLA, summary)
boxplot (IQ~SKOLA)

2) Znézornéte graficky primérné IQ v zévislosti na navstévované skole spolu s 95% intervaly
spolehlivosti pro stfedni 1Q.

plotMeans (If, SKOLA, error.bars = "conf.int", level=0.95)

Pravdépodobnostni model a formulace hypotéz

Mame k dispozici udaje ze ¢tyt skol. Oznac¢me jako Yi IQ ndhodné vybraného zaka z k-té skoly.
V pifpadé, ze lze predpokladat, ze Y1 ~ N(u1, 03), Yo ~ N(ua, 03), Y3 ~ N(us, 03), Ys ~
N (s, 02), a plati-li navic oy = 092 = 03 = 04, umime pomoci analyzy rozptylu testovat Hg :
w1 = po = s = g proti Hy : alespon dvé stredni hodnoty se lisi.

Ovérovani predpokladi
3) Normalitu rozdélen{ veli¢in Y7, Y2, Y3 a Yj budeme zkoumat a7 na konci.

4) Zjistéme si alespoii, zda je smysluplné piedpoklddat shodnou variabilitu IQ zékt v jednot-
livych skupindch dle navstévované skoly. K tomu lze pouzit napi. Leveneuv test z knihovny

car
install.packages("car") # instalace knihovny (trvd dlouho)
library(car) # otevrfeni knihovny

leveneTest (IQ ~ SKOLA) # Leveneuv test
nebo z knihovny lawstat

install.packages("lawstat") # instalace knihovny (rychlejsi)
library(lawstat) # otevfeni knihovny
levene.test (IQ, SKOLA) # Leveneuv test

<+ Z vystupu nas zajima pouze p-hodnota, kterd v tomto pripadé ¢ini 0.16. Jelikoz je p-
hodnota vétsi nez zvolend hladina o = 0.05, nezamitame shodu popula¢nich rozptyla.



Obdobné 1ze pouzit téz Bartlettuv test, ktery je vSéak mnohem citlivéjsi vuci piipadné nenor-
malité.

bartlett.test (I ~ SKOLA)

<1 zde nés ptipadné zajima pouze p-hodnota, kterd vysla 0.28. Jelikoz je to hodnota vyssi nez
predpokladand hladina « = 0.05, nezamitame shodu popula¢nich rozptyla IQ v jednotlivych
Skolach a muzeme ji tedy predpokladat.

V praxi samoziejmé staci pouzit pouze jeden z téchto testu - bud’ Levenetuv, nebo Bartlettuv.

Vyslo ndm, ze shodu popula¢nich rozptyli hmotnosti v jednotlivych skupinach lze predpoklé-

dat. Oznaéme si hodnotu tohoto spoleéného rozptylu jako o2 (tj. predpokladdme o? = o3 =

03 =03 =:0%).

Test hypotézy
5) Nynf pomoc{ analyzy rozptylu otestujme

Ho:pn = po = pg = pa proti
Hyipn #Fpg Vo # pz Vo # pa Vo pe #p3 Vopg #F pa Vops #F gy
(jinymi slovy: alespon jedna dvojice stiednich hodnot se neshodugje).

Hladinu testu budeme uvazovat 5 %, tj. a = 0.05.

mod01 <- aov(IQ ~ SKOLA) # vytvoreni modelu
summary (mod01) # tabulka analyzy rozptylu

<+ vysvétleni anglickych zkratek:

Df = degrees of freedom
Sum Sq = sum of squares
Mean Sq = mean squares

F value = value of F-statistics

<+ Porovnejte si tabulku z vystupu s tabulkou z textu ANV na str. 4. Vidime, ze:

Soucet étvercu S4 = 3625
Rezidudlni soucet ¢tvercu S. = 38038
Rezidudln{ rozptyl s* = 214.9 (v textu ANV vzorec (2))
Hodnota testové statistiky F' = 5.622 (v textu ANV vzorec (3))
p-hodnota = 0.00105

Celkova variabilita S7 v tabulce uvedena neni, nebot’ je souc¢tem S4 a Se.
< Jaky je zdvér (zamitame/nezamitame Hy na pozadované hlading)?
P-hodnota vysla 0.00105, coz je méné nez zvolend hladina 0.05, tudiz nulovou hypotézu
zamitame.
< Jak byste formulovali svij zdvér bez pouziti vyrazu ,zamitdme/nezamitdme Hp“?
Na hladiné 5 % jsme prokdzali, ze IQ déti se na jednotlivych skoldch 1isi.
<+ J aky je odhad spole¢ného rozptylu hmotnosti ¢2?
Tim odhadem je rezidudlni rozptyl s*> = % = 214.9.

6) Jelikoz byla nulovd hypotéza zamitnuta, potiebujeme zjistit, u kterych skupin se populaén{
prumeéry ligi. K tomu slouzi mnohondsobné porovnévani, které se vétsinou provadi Tukeyho
metodou.



7)

TukeyHSD (mod01) # mnohondsobné porovnani

<+ 7z diivéjska mdme oznaceno, ze p1 je populaéni prumér 1Q zaku z 1. 8koly. Oznacéme si
déle 1 vybérovy prumér IQ zaku z 1. $koly v nasich datech. Analogicky pak budeme mit
w2 = populaéni prumér I1Q zaku a go prislusny vybérovy prumeér, stejné tak pro (u2,ys)
a (i4,9s). Z vystupu vyse vidime, ze:
- yo — y1 = 6.737183
— 95% interval spolehlivosti pro uo — p1 je (—0.282,13.757)
— p-hodnota testu hypotézy Hy : po = 1 je 0.065.

Analogicky pro ostatni dvojice. Jediny interval spolehlivosti, ktery neobsahuje nulu, je
interval ,4-2% a tedy u porovnéni skol ¢. 2 a 4 nemé nula Sanci byt skutecnym rozdilem
piislusnych popula¢nich pruméru. Tomu odpovida fakt, ze piislund p-hodnota je mensi
nez 0.05. U vSech ostatnich dvojic je p-hodnota vétsi nez 0.05 (a piislusny interval spo-
lehlivosti pro rozdil stfednich hodnot obsahuje nulu), a tudiz rozdil IQ zaka u ostatnich
dvojic skol neni statisticky vyznamny. Zavér tedy je, ze 1Q zaka se vyznamné odliSuje
pouze na skolach ¢. 2 a 4.

<> Zkratka p adj by se dala piecist jako ,p-value adjusted for multiple comparisons“ a
upozorniuje na fakt, ze p-hodnoty berou v potaz, kolik prumeéri porovnavame. Zohlednuji
to i intervaly spolehlivosti. Spolehlivost 95 % se vztahuje na vSechny intervaly soucasné!

<+ Intervaly spolehlivosti 1ze prehledné znazornit v obrazku, kde je ihned vidét, které z nich
neobsahuji nulu, a tudiz které z nich zpusobily zamitnuti nulové hypotézy o rovnosti
vSech stfednich hodnot:

plot (TukeyHSD (mod01))

V naSem piipadé nulu obsahuji vSechny intervaly kromé intervalu pro g — pe. Dvojice
kol ¢. 2 a 4 tedy zpisobila zamitnuti nulova hypotézy Ho : 1 = po = ps = pig.

Normalni rozdéleni 1ze nyni ovéfit ,najednou” pomoci standardizovanych rezidui z odhadnu-
tého ,modelu® (viz text ANV, str. 4, dole):

shapiro.test (rstandard (mod01))

P-hodnota vysla 0.7291, coz je vice nez hladina 0.05, a tudiz normalni rozdéleni IQ v jednot-
livych skupinach nezamitame.

ANOVA je v podstaté dvouvybérovy t-test rozsifeny na srovnéni vice jak dvou skupin. Ob-
dobné jako u t-testu lze vynechat predpoklad shodnosti rozptylu v jednotlivych skupinach a
pouzit ptikaz:

oneway.test (IQ ~ SKOLA)

<+ Vystup této funkce je bohuzel trochu chudsi nez u funkce aov a neobsahuje kompletni
tabulku analyzy rozptylu.

< P-hodnota testu hypotézy, ze popula¢ni prumeéry jsou ve vSech skupindch stejné, vysla
0.0003625, coz je podobné nizka hodnota jako u ANOVY s predpokladem shodnych rozptylu.
Nas zaveér by byl tedy stejny.



