Cviceni z matematické statistiky 06

Posledni tprava dokumentu: 25. biezna 2025.

Normalni rozdéleni: centralni limitni véta, normdlni diagram (QQ plot),
interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu normalné rozdéleného vybéru

1 Centralni limitni véta

Teorii k centralni limitni vété si muzete prostudovat v textu CLV.pdf, ktery najdete na mych
strankéch.

Déle si stahnéte skript ,,ukazkaCLT.R* a ulozte si ho do svého pracovniho adresare. Skript si nactéte
do R pomoci prikazu:

source ("ukazkaCLT.R")

Nejprve si prohlédnéte, jak vypadaji hustoty nékterych spojitych rozdéleni, o kterych jste slySeli
na prednasce.

ukazkaCLT (n=0)

Jako ilustraci centralni limitni véty si prohlédnéte, jak se chové rozdéleni vybérovych pruméru z
vyse uvedenych rozdéleni, ménime-li rozsah vybéru n.

ukazkaCLT (n=1)

<> Volte postupné n: 1, 2, 5, 20, 100
< Povsimnéte si, ze méfitka na y-ové ose pro jednotliva rozdéleni jsou ruzna.

< Divodem je fakt, ze limitni (norméln{) rozdéleni maji ruzné parametry pro jednotlivé rozde-
leni.

Galtonova deska

https://www.youtube.com/watch?v=EvHiee7gs9Y

Priklad se zaokrouhlovanim cisel

Bylo secteno 300 ¢isel zaokrouhlenych na jedno desetinné misto. VysSetifime chybu tohoto souctu
vzniklou zaokrouhlovanim s¢itancu. Predpokladejme, ze zaokrouhlovaci chyby (oznac¢me si je X1, Xo,
X3, ..., X300) jednotlivych séitancu jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (-0.05, 0.05).

1) Ozna¢me si jako X} chybu k-tého s¢itance. Vime, ze Xj ~ R(—0.05,0.05). Pak nutné plati,
ze EX; = 0 a var(Xg) = 1/1200 (pfipomente si vzorecek pro stiedni hdonotu a rozptyl
rovnomérného rozdéleni).

2) Chyba souctu je ndhodnd veli¢ina Y = Zz(fl Xk



3) Normovand chyba je ndhodné veli¢ina
Y
+/300/1200

a dle Centralni limitn{ véty mé tato veli¢ina rozdéleni N (0, 1).

4) Pravdépodobnost, ze chyba souctu nepiekroci v absolutni hodnoté dané é&fslo € > 0 je
P([Y|<e)=P(|Z] <2)=P(—2 < Z <2)=P(2) — (1 - P(—2¢)) =2P(2e) — 1,

kde ® znaci distribuéni funkei rozdéleni N (0, 1). Napf. pro e = 1 tato pravdépodobnost rovna
0.9545.

2 Dataset Deti

Datovy soubor Deti.RData obsahuje udaje o 99 matkach a jejich détech (data ziskala Mgr. P. Hajnd
pii pripravé své diplomové prace). Najdeme zde nésledujici proménné:

pocet.deti o kolikaté dité matky jde;

Vzdelani vzdelani matky (zdkladni/maturita/VS);
por.hmotnost porodni hmotnost ditéte (g);

por.delka porodni délka ditétete (cm);

hmotnost hmotnost ditéte ve 24. tydnu po porodu (g);

delka délka ditéte ve 24. tydnu po porodu (cm);

vyska.m vyska matky (cm);

vyska.o vyska otce (cm);

vek.m vek matky (roky);

vek.o vek otce (roky);

Dudlik dité meélo dudlik (0=ne, 1=ano);

Plan dité bylo podle matky pldnované (0=ne, 1=ano);

Porodnice rozliseni dvou porodnic, v nichz byla pofizovéana data (1=Praha,
2=okresni mésto);

hoch dité je hoch (0=ne, 1=ano);

Hoch pohlavi ditéte (divka/hoch).

Nactéte si data Deti a zajistéte si pfimy piistup k jednotlivym proménnym tohoto datového souboru

load("Deti.RData")
attach(Deti)

3 Zkoumani normality dat - QQ plot

Shodu rozdéleni dat s predpoklddanym rozdélenim lze graficky nejlépe posoudit pomoci kvantil-
kvantilového grafu (angl. Q@ plot, coz je zkratka pro quantile-quantile plot). Chceme-li tedy posou-
dit, zda by nase data mohla pochédzet z normalniho rozdéleni, je nejlep§im obrazek pravé QQ plot,
v piipadé normalniho rozdéleni nazyvany normdalni diagram.

V normalnim diagramu jsou na ose x teoretické kvantily normalniho rozdéleni N(0,1) (ty jsou
zndmy) a na ose y jsou vybérové kvantily vypocitané z prislusnych dat (vybérové kvantily jsme
pocitali na predchozich cvicenich pomoci piikazu quantile). Pocet vykreslenych kvantilu je roven
poctu nasich dat. Pochazeji-li nase data z normalniho rozdéleni (ne nutné jen N(0,1)), mély by si
teoretické a vybérové kvantily odpovidat a body v normalnim diagramu by mély lezet na piimce.



Pokud data z normalniho rozdéleni nepochézeji, budou se body v normélnim diagramu kolem
piimky razné vinit, popf. utikat na koncich.

Nenechte se zmast tim, ze vybérové kvantily v normalnim diagramu porovnavame s teoretickymi
kvantily zrovna N (0, 1) rozdéleni. Pokud by nase data pochédzela z normélniho rozdéleni s néjakou
jinou stiednf hodnotou a jinym rozptylem (tj. obecné N(u,o?)), bude mit pifmka z bodi akorat
jiny sklon, ale jeji tvar zustane zachovan.

Posouzeni normality na zakladé normalniho diagramu je samoziejmé zcela subjektivni. Pozdéji
budeme normélni rozdéleni dat rigorézné testovat pomoci Shapiro-Wilkova testu.

Nejprve budeme analyzovat hmotnost ditéte ve 24. tydnu po narozeni (proménnd hmotnost).

5) Nakreslete normélni diagram pro hmotnost ditéte ve 24. tydnu po narozeni (proménnd hmot-
nost).

qqnorm (hmotnost)
qqline (hmotnost)

< Ukazuje obrazek na nenormalitu rozdéleni hmotnosti déti?
6) Obrizek samoziejmé muzete déle zkraslovat:

qgqnorm(hmotnost, pch=16, col="red", xlab="Teoreticke kvantily N(0, 1)",
ylab="Kvantily hmotnosti dé&ti", main="Normalni QQ graf (hmotnost)")
qqline (hmotnost, lty=6, col="darkblue")

4 Interval spolehlivosti pro stifedni hodnotu normalné rozdéleného vybéru

Statistika se snazi na zakladé nékolika vybranych jedinct usoudit néco o celé populaci. Formu-
luje ruznd teoretickd tvrzeni (hypotézy) o celé populaci a snazi se je zodpovédét pomoci vybéro-
vych charakteristik. Od tohoto cvi¢eni uz tedy bude velmi dulezité dusledné rozlisovat populaéni
charakteristiky (populaéni prumér /stiedni hodnota, popula¢ni rozptyl, atd.) od jejich vybérovych
protéjsku (vybérovy prumér, vybérovy rozptyl, atd.).

Ptrectéte si, prosim, text Konfidencni intervaly, ktery najdete na mych strankach, nebo si ptislusnou
teorii pfipomente z prednasky.

Spust’te si RStudio a nastavte si pracovni adresaf. Déle si otevite novy skript a ulozte si jej.

4.1 Interpretace intervalu spolehlivosti

1) Hodnota IQ v populaci se ¥df rozdélenfm A/(100, 15%). Naleznéte nejkratsf interval, ve kterém
lezi 1Q 50 % populace.

curve (dnorm(x, 100,15) ,from=60, to=140, 1wd=2) # graf hustoty

abline (h=0,col="grey") # vykresleni prislusne plochy

dolni_kv <- 0.25

horni_kv <- 0.75

lines(qnorm(c(dolni_kv,horni_kv),100,15),c(0,0),1lwd=3,col="green")

xx <- seq(qnorm(dolni_kv,100,15),qunorm(horni_kv,100,15),length.out=101)

polygon(c(qnorm(dolni_kv,100,15) ,xx,qnorm(horni_kv,100,15)),
c(0,dnorm(xx,100,15),0) ,col="1ightgreen")

2) Naleznéte nejkratsi interval, ve kterém lezi 1Q 95 % populace.

3) V praxi hodnotu p = 100 samoziejmé nezndme a chceme ji odhadnout z pozorovanych dat.



<+ Nagenerujte si ndhodny vybér o rozsahu 50.
vyber <- rnorm(50, 100, 15)

<+ J aky je bodovy odhad p zaloZzeny na naSem vybéru?

< Jaké rozdélenf m4 prumérné 1Q spocitané z vybéru o rozsahu n?
Vybérovy primér X spoéitany z vybéru z N (u, 02) o rozsahu n ma rozdéleni N (u, 02 /n).

<+ Vv jakém intervalu tato prumérnd hodnota lezi s pravdépodobnosti 0.957
Vybérovy prumér X lezi s pravdépodobnosti 0.95 s intervalu (qo.025, 90.975), kde qo.025 je
2.5% kvantil rozdéleni N (u, o2 /n).

n <- 50
shp <- 100 # stredni hodnota pruméru
sop <- 15/sqrt(n) # smérodatnd odchylka priuméru

curve (dnorm(x, shp, sop) ,from=60, to=140,1wd=2) # graf hustoty

abline (h=0,col="grey") # vykresleni prislusne plochy

dolni_kv <- 0.025

horni_kv <- 0.975

lines(gnorm(c(dolni_kv,horni_kv),shp,sop),c(0,0),1wd=3,col="green")

xx <- seq(qnorm(dolni_kv,shp,sop),qnorm(horni_kv,shp,sop),length.out=101)

polygon(c(qnorm(dolni_kv,shp,sop),xx,qnorm(horni_kv,shp,sop)),
c(0,dnorm(xx,shp,sop),0),col="1ightgreen")

<+ Vyraz pro tento interval upravte tak, abyste dostali interval spolehlivosti pro pu.
Z predchoziho bodu vime, ze P(X € (qo.025,90.975)) = 0.95. Poznamenejme, ze kvantil
qo.975 (coz je 97.5% kvantil N'(u, 0?/n)) lze zapsat jako p + %1[0,975, kde wug.975 je 975%
kvantil rozdéleni N'(0, 1). Analogicky qo.025 lze zapsat jako p+ ﬁ’llo_og{,. Jelikoz rozdéleni
N(0,1) je symetrické kolem nuly, tak ug 25 = —ug.975. Dostavame tedy:

o — g
Plpu——ugors <X < pu+ —upgrs | = 0.95.
</1 ﬁ 10.975 = S ﬁ 10.97¢ >

Nyni nerovnosti uvniti upravime tak, aby bylo uprostred pu:
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Dostavame tedy, ze

_ o = g
P <X = ﬁ’llo.gm <p<X+ 7 U0.975 ) = 0.95,

€0z znamena, ze interval
(X - TUO 975, X + \/Tuo 975) (1)

pokryva u s pravdépodobnosti 0.95, a proto ho nazyvame 95% interval spolehlivosti pro
1.

4) 7 mych stranek & z mé slozky na disku V: si stdhnéte funkci ,,ukazkaCLR® a ulozte si ji do
svého pracovniho adresdre. Déle funkci nactéte do R:



source ("ukazkaCI.R")

5) Podivejme se nyni, co by mohlo nastat, kdyby M vyzkumniki provadélo postupné méreni 1Q
na n ruznych lidech. Kazdy vyzkumnik by kazdy pocital (svij) interval spolehlivosti.

ukazkaCI (mean.sim=100, sd=15, n=10, reps=50, conf.level=0.95, method="z")

Vyznam jednotlivych parametru:

mean.sim = populaéni priimér 100

sd = populaéni smérodatna odchylka 15

n = rozsah vyb&ru (na%e n) volte postupné 10, 25, 50, 100
reps = potet vybérl (nase M) volte 50 nebo 100

conf.level = spolehlivost 0.95

method = pouZitd metoda vypoltu "Z" odpovida zndmé populaéni sd

"t" odpovidd neznamé populaéni sd
"both” uvidime porovnani obou metod

Povsimnéte si nasledujiciho:

< Ne kazdy spocteny interval se treff do skuteéné hodnoty p = 100. Pfiblizné 5 % vyzkum-
niku obrzelo interval spolehlivosti, ktery neobsahuje skuteéné p = 100.

< Zvétsujete-li n (rozsah vybéru), intervaly se zkracujf (jejich délka je pifmo tmérné 1/y/n).
<> Pfi nezndmém o jsou intervaly (pfi jinak shodném n) o néco $irsi nez pii zndmém o.

< Cim vyS8i spolehlivost interval ma, tim je Sirsi.

4.2 Interval spolehlivosti pro nezndmé o (hmotnost ve 24. tydnu)

1) Znézornéte graficky hlavn{ charakteristiky rozdéleni hmotnosti. Nakreslete krabickovy graf,
histogram a normalni QQ graf pro hmotnost.

boxplot (hmotnost) # krabickovy graf

hist (hmotnost) # histogram
qgqnorm (hmotnost) # normalni diagram
qqline (hmotnost)

2) Domnivite se, 7Ze je smysluplné piedpoklddat, Ze rozdéleni hmotnosti ve 24. tydnu je normaln{
(s nezndmou stfedni hodnotou p a nezndmym rozptylem o2)?

<> Ano. Histogram mé docela symetricky tvar pripominajici Gaussovu kiivku (hustotu nor-
malniho rozdéleni). Body na normélnim diagramu celkem obstojné kopiruji ptimku. Lze
tedy predpokladat, ze data hmotnosti pochazeji z normalniho rozdéleni N (u,0?), kde
parametry p a o2 bohuzel nezname.

¥ Stiedni hodnota u pfedstavuje populaéni primeér hmotnosti, nebo-li stiedni hmotnost.

Je to neznama konstanta, kterou se pokusime odhadnout.

N _r . . , - s Q . 7o
< Pozdéji budeme normalitu dat testovat rigorézné pomoci Shapiro-Wilkova testu.

3) Spoctéte zakladni popisné statistiky pro hmotnost.

summary (hmotnost) # charakteristiky polohy
sd (hmotnost) # smerodatna odchylka

4) Odhadnéme bodové i intervalové (s 95% spolehlivost{) stiedni hmotnost (tj. popula¢ni pramér
hmotnosti) déti ve 24. tydnu pii predpokladu normélniho rozdéleni.



<+ Bodovy odhad jiz méme - je to vybérovy prumér (v dalsim znaceno jako ).
mean (hmotnost)

<+ Jelikor jsme zjistili, ze data hmotnosti by mohla pochézet z normélniho rozdéleni, mu-
zeme pro intervalovy odhad p pouzit obdobu vzorce (1). Jen je tfeba v ném nahradit po-

pula¢ni smérodatnou odchylku o za vybérovou smérodatnou odchylku s = /- L r g (wy — )2
a dale nahradit kvantil normovaného norméalniho rozdéleni wug 975 za kvantil t-rozdéleni

(s n — 1 stupni volnosti) gt,—1(0.975):

Sz

Vi

(;1: T gte1(0.975) , T+

. qtn—1(0.975)
vn

kde

Z = vybérovy primér = bodovy odhad pro u,
Sz = vybérova smérodatnd odchylka,

n = rozsah vyb&ru (tj. potet pozorovéni),

= odhad chyby odhadu,

tn—1(1 — a/2) = kvantil Studentova t-rozdéleni.

< Zvolili jsme tzv. oboustrannou verzi intervalu spolehlivosti, ktera se pouziva nejcastéji.

<+ Nejprve zkusime spocitat interval spolehlivosti ru¢né, podle vzorecku vyse.

prum <- mean(hmotnost) # prumer
std.dev <- sd(hmotnost) # smer. odchylka hmotnosti
n <- length(hmotnost) # pocet pozorovani

se.prum <- std.dev/sqrt(n) # odhad chyby odhadu

qq <- qt(0.975, df=n-1) # kvantil t-rozdeleni
puldelka <- se.prum * qq # polovina delky int. spol.
CI.dolni <- prum - puldelka

CI.horni <- prum + puldelka

CI.rucne <- c¢(CI.dolni, CI.horni)

CI.rucne

5) Intervalové odhady (intervaly spolehlivosti) souviseji uzce s testovdnim hypotéz. V R proto
zpravidla nenajdeme zvlastni procedury pro vypocet intervalu spolehlivosti. Nicméné pro-
cedury urcené primarné k testovani hypotéz produkuji téz souvisejici interval spolehlivosti.
S odhadem g v ndhodném vybéru z N'(u, o2) souvisi jednovybérovy t-test. Odsud tedy postup
vypoctu intervalu spolehlivosti pro p v R:

t.test (hmotnost)
pripadné:
t.test (hmotnost, conf.level=0.95)
kde v argumentu conf.level lze nastavit i jinou spolehlivost.

<+ Ve vystupu si v tuto chvili v§imejte pouze poslednich péti fadku, zbytek ignorujte.
< 95% interval spolehlivosti pro populaéni hmotnost tedy je: (7521.0, 7858.1)
<> Vyslo to samé jako pii ruénim vypoctu vyse?
6) Znovu si uvédomme, ze 95% interval spolehlivosti je interval, ve kterém s danou spolehlivost{

(95%) najdeme skutecnou (ndm skrytou) hodnotu stiedni hodnoty (populaéniho pruméru),
kterou zde znacime jako p.



One Sample t-test

data: hmotnost
t = 90.534, df = 98, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to @

95 percent confidence interwval: os . ,
7528974 758,877 95% interval spolehlivosti

sample estimates:

mean of x P ,
7689525 Prumer (bodovy odhad)

5 Konec prace

Nez zaviete vSechna okna, nezapomente si ulozit posledni zmény ve skriptovém souboru:
| File | [ Save |

nebo klavesovou skratkou Ctrl-s.




