Cviceni z matematické statistiky 08

Posledni tprava dokumentu: 8. dubna 2025.

Jednovybérovy t-test: p-hodnota, sila testu, ovérovani normality
Neparametrické jednovybérové testy, parovy t-test

Dnes budeme pokracovat v testovani hypotéz u vybéru z normaélniho rozdéleni a zopakujeme si
pojmy, které s tim souviseji. V zdvéru se pak dostaneme k tzv. poradovym (neparametrickym)
testum, které pouzijeme v situaci, kdy predpoklad normalniho rozdéleni neni splnén. K lepsimu
pochopeni teorie vAm muze pomoci text Pdrové testy a Neparametrické jednovybérové testy (déle
jako NJT), které najdete na mych strankach.

Rozcviéka

Nactéte si data Deti.RData, se kterymi jsme pracovali minule. Jejich kompletni popis naleznete v
pracovnim listu k 6. cviceni.

load("data/Deti.RData")
DetiH <- subset(Deti, Hoch == "hoch")
attach(DetiH)

Oveérte hypotézu, ze stiedni hmotnost chlapcu ve 24. tydnu je 8 100 g. Hladinu uvazujte 5%. Neza-
pomente ovérit predpoklady testu! Hodnotu testové statistiky zkuste spocitat téz ruéné. Hodnota
testové statistiky. (Piikazy jsou v zavorkach, aby se soucasné s ulozenim do proménné vypsala i jeji
hodnota.)

(n <- length(hmotnost)) # pocZet pozorovani

(prumer <- mean(hmotnost)) # vyb&rovy prumér

(se.prumer <- sd(hmotnost)/sqrt(n)) # smérodatnd chyba priméru

(odlisnost <- prumer - 8200) # odchylka purméru od testované hodnoty
(T <- odlisnost / se.prumer) # hodnota t-statistiky

Ovéftte si, ze nam vysla stejnd hodnota jako ve vystupu procedury t.test.

1 p-hodnota testu
Pro lepsi pochopeni p-hodnoty se nyni podivame na jeji ruéni vypocet.

1) Z definice p-hodnoty (text UTH, str. 4-5) je jasné, ze p-hodnota je souétem ploch vymezenych
vypoctenymi hodnotami testové statistiky: Tyto modré plochy odpovidaji pravdépodobnos-
tem P(testova statistika < —|T|) a P(testova statistika > |T'|). V R tyto pravdépodobnosti
spoc¢itame pomoci distribuéni funkce t-rozdéleni:

(P.vlevo <- pt(-abs(T), df=n-1)) # = P(testovd statistika <= -|T/)
(P.vpravo <- 1 - pt(abs(T), df=n-1)) # = P(testovd statistika >= [T/)
(P <- P.vlevo + P.vpravo) # p-hodnota je souftem obou ploch

<+ Jak je vidét, obé modré plochy jsou stejné, a tak p-hodnotu lze spocitat najednou:

(P <- 2xpt(-abs(T), df=n-1))



f(x)

Ovérite si, ze ndm vysla stejnd hodnota jako ve vystupu procedury t.test.
2) Graficky se lze na P-hodnotu podivat ndsledovné:

curve(dt(x,n-1), xlim=c(-3.5, 3.5), xlab="x", ylab="f(x)", col="darkblue")
abline(v=c(-abs(t), abs(t)), col="red", 1ty=4)

2 Ovérovani predpokladu normalniho rozdéleni: Shapiro-Wilkiv test

Ovéreni predpokadu norméalniho rozdéleni naseho vybéru jsme doposud provadéli pomoci QQ dia-
gramu. Tento predpoklad lze ale téz formalné otestovat pomoci Shapiro-Wilkova testu.

shapiro.test (hmotnost)

3 Jednovybérovy t-test - jednostranna alternativa

Pokusme se prokazat, ze populaé¢ni hmotnost chlapce ve 24. tydnu je mensi nez 8 100 g. Budeme
pozadovat, aby k chybnému prokéazani tohoto tvrzeni doslo s pravdépodobnosti nejvyse 0.05.

Za X oznaéime hmotnost ndhodné vybraného chlapce a budeme ptredpoklidat, ze X ~ N(u, 02),
potom muzeme opét pomoci jednovybérového t-testu testovat Hyp : p = 8 100 g proti Hy : p < 8100 g.
Testujeme na hladiné 5 %, tj. a = 0.05.

< Dillezité pripomenuti. Znaménko (tj. > , < , #) v alternativni hypotéze je nutno zvolit podle
toho, co nds zajima a v kazdém piipadé jesté pred tim nez vidime data! Jinymi slovy, volba alter-
nativni hypotézy podle toho, ,, jak to vyslo v datech® je hrubou chybou.

3) Ujistéte se, ze predpoklady testu jsou splnéné.
Normalitu uz jsme ovérovali pred chvili, tak to muzeme preskocit.

¢

4) Provedeme jednovybérovy t-test, kde do argumentu ,alternative=* musime specifikovat

tvar alternativni hypotézy, zde ,,mensi nez 8 100 g“, tj. less.



t.test (DetiH$hmotnost, mu=8100, alternative="less")

5) Jaky je zavér (zamitdme/nezamitame Hy na pozadované hlading)?
P-hodnota vychazi 0.08226, tj. je vétsi nez 0.05, a proto nezamitame Hy. Stejny zavér bychom
ucinili i na zdkladé piislusného intervalu' spolehlivosti (—oo;8132.261), ktery obsahuje hod-
notu 8 100 g (ta tedy mé Sanci byt skuteénym popula¢nim prumérem hmotnosti).

6) Jak byste formulovali sviij zavér bez pouziti virazl ,zamitdme/nezamitdme Hy“?
,2Data neprokazala, ze by stfedni hmotnost chlapct ve 24. tydnu byla odlisna od 8 100 g.¢
(Pokud tam néjakd odlisnost je, tak neni statisticky vyznamna. Na jeji pfipadné prokazani
bychom potfebovali vice dat.)

7) Jakd jind hodnota p pii nulové hypotéze by vedla k opacnému zévéru?
No kazda, ktera nelezi v naSem intervalu spolehlivosti. Tak tifeba 9 000 g.

8) Je potieba znovu poéitat, jestlize bychom pozadovali pifsnéjsi 1% hladinu vyznamnosti, resp.
benevolentnéjsi 10% hladinu vyznamnosti?
Ne. Staci prislusnou hladinu porovnat s vypoctenou p-hodnotou 0.08226.

9) Ruéni vypocet p-hodnoty by v tomto pifpadé vypadal nésledovné:
pt(-1.4116, df=48)

kde —1.4116 je vypoctena hodnota t-statistiky.

4 Sila jednovybérového t-testu

Poslednim pojmem, ktery je s teorii testovani hypotéz neodmyslitelné spjat, je sila testu. Ptipo-
mente si jeho vyznam (napf. text UTH: str. 5-6).

10) Pokusme se udélat si predstavu o sile testu z Rozevieky (tj. test hypotézy Ho : p = 8100 g
proti alternativé Hy : u # 8100 g). Existuje vztah, ktery dava do souvislosti silu testu, hladinu
« a pocet pozorovani n:

(1)

norm(1 — a/2) + qnorm(sila) >
s (ormlloe) b mormieia))
H1 — Ho

kde po je testovand hodnota (z nulové hypotézy) a up je skutecnd stredni hodnota (tu samo-
ziejmé nezname), o2 je pak skuteény rozptyl daného znaku (ten taky nezndme). gnorm znaéi
piislusny kvantil normovaného normélniho rozdéleni N(0,1).
Maéme-li pozadavek na silu a zajima nés jaky pocet pozorovani je k dosazeni této sily po-
tfebny, ze vzorecku (1) muzeme vypocitat potiebné n. Mame-li naopak dané n, muzeme
upravou vzorecku (1) vypocitat silu. Nastésti nemusime vypocet provddét rucné, v R je na
to piikaz power.t.test.

< Odhadnéte sflu testu (pfipomenime, Ze pocet chlapcu byl 49):
power.t.test(n = 49, delta = 8100-mean (hmotnost), sd = sd(hmotnost),
sig.level = 0.05, type = "one.sample", alternative = "two.sided")
argument delta odpovida rozdilu p; — po, sd je odhad o a sig.level udava hladinu.
Vychdzi ndm, Ze sila je pouhych 28 %.
< Odhadnéte, kolik pozorovani by bylo potifeba, aby mél piislusny t-test silu 0.97
power.t.test (power = 0.9, delta = 8100-mean(hmotnost), sd = sd(hmotnost),
sig.level = 0.05, type = "one.sample", alternative = "two.sided")

'Inf ve vystupu je zkratka pro Infinity, tj. nekonecno.
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11)

Bylo by potieba 260 pozorovéni. (Zvysit pocet pozorovéni je v praxi také jediny zpusob,
jak silu testu ovlivnit. )

Odhadnéte silu testu z bodu 7) ze sekce 2

power.t.test(n = 49, delta = 8100-mean (hmotnost), sd = sd(hmotnost),
sig.level = 0.05, type = "one.sample", alternative = "one.sided")

Uvédomte si, ze vypoctené hodnoty sily a poctu pozorovani jsou pouhymi odhady téchto hodnot,
protoze ve vzorecku (1) se vyskytuji nezndmé parametry skuteéného rozdéleni (u1 a o?), které
jsme museli pii vypoctu odhadnout jejich vybérovymi protéjsky. To nam do vypoctu sily, popi.
potfebného poctu pozorovani, vneslo nepfesnost.

5 Neparamterické jednovybérové testy

Pokusime se zjistit, zda je stfedni porodni délka déti rovna 51 cm. Oznaéme jako X porodni délku
nahodné vybraného ditéte. Chceme testovat hypotézu Hp : E(X) = 51 cm proti Hy : E(X) # 51 cm,
kde E(X) znaci stiedni hodnotu veliciny X. Hladinu testu uvazujme opét 5 %.

1)
2)

Spoctéte zdkladni popisné statistiky pro porodni délku déti.
Obrazky i formalnim testem zjistéte, zda je smysluplné predpokladat normalni rozdéleni pro
porodni délku déti. Pro posouzeni normality nakreslete mimo jiné téz histogram.

<> Patrné jste zjistili, ze rozdéleni porodni délky neni normadlni, ale je mirné zeSikmené.
K otestovéni nasi hypotézy Hy tedy musime pouzit néjaky neparametricky/poradovy test.

Jednovybérovy Wilcoxoniiv test

Pokud chceme pouzit neparametricky test, musime preformulovat testované hypotézy pomoci
popula¢niho medidnu. Budeme nyni testovat nulovou hypotézu

Hg : populaéni medidn X je roven 51 cm, proti alternativé

H; : populaéni medidn X neni roven 51 cm.

Jednovybérovy Wilcoxonuv test zjist'ujici, zda je typickd porodni délka ditéte rovna 51 cm
provedeme pomoci piikazu

wilcox.test (Deti$por.delka, mu=51)

Hodnota V' ve vystupu je testova statistika Wilcoxonova testu (pfed vynormovanim) a udava
soucet poradi od téch hodnot X, které byly vétsi nez 51 (po vylouceni hodnot rovnych 51).
V textu NJT na str. 1 je tato statistika oznacena jako W.

<> Jaky je zéver (zamitdme/nezamitdme Hy na pozadované hladiné)?
<+ Jak byste formulovali sviij zdvér bez pouziti vyrazu ,zamitdme/nezamitdme Hy“?

Nicméné i pouziti Wilcoxonova testu je v této situaci diskutabilni. Jednovybérovy Wilcoxonuv
test sice nepfedpoklada normalni rozdéleni, avsak stale predpoklddd symetrické rozdéleni (coz
nebyl tplné piipad porodni délky déti, jak jsme vidéli na histogramu).



Znaménkovy test

4) Nejobecngjsim (avSak zdroven nejslabsim) testem pro tuto situaci je test znaménkovy.

<+ K provedeni znaménkového testu je nejprve potieba zjistit, u kolika jedincu nastala situace,
kdy je dité po porodu delsi nez 51 cm.

U <- sum(Deti$por.delka > 51) # v textu NJT oznaceno jako U

< Dile je potieba zjistit, u kolika jedinct je porodni délka odlisnd od 51 cm, nebot’ tato
pozorovani jsou pro znaménkovy test bezcennd (jako by v datech nebyly).

n2 <- sum(Deti$por.delka != 51) # n* z textu NJT
< Znaménkovy test (asymptoticky, s Yatesovymi korekcemi) nyni provedeme takto:
prop.test (U, n2)

<+ X-squared ve vystupu je druhd mocnina statistiky Z3 z textu NJT, vzorec (3).

< Vyznam ostatnich hodnot ve vystupu si ozfejmime pozdéji, v ramci cvic¢eni o kategoridlnich
datech.

<> Jaky je zdvér (zamitdme/nezamitame Hy na pozadované hlading)?

< Jak byste formulovali sviij zdvér bez pouziti vyrazu ,zamitdme/nezamitdme Hy“?

6 Péarovy t-test (= prevleceny jednovybérovy t-test)

Pokusime se zjistit, zda jsou otcové v pruméru o vice jak 14 cm vySsi nez matky.

Ozna¢me jako X vysku ndhodné vybraného otce a jako Y vysku jeho partnerky. Data lze tedy
X

Y
Jak vime, k zodpovézeni nasi otazky staci zabyvat se nahodnou veli¢inou Z = X — Y, kde Z
reprezentuje vyskovy rozdil otce a matky ndhodné vybraného ditéte. Testujeme pak Hy : E(Z) =
14 ecm proti Hy : E(Z) > 14 cm, kde E(Z) znaé&i stfedni hodnotu veliciny Z, ¢ili jeji populaéni
prumeér. Jestlize lze navic predpokladat normalni rozdéleni ndhodné veli¢iny Z, lze k testu téchto
hypotéz pouzit ndm dobfe znadmy jednovybérovy t-test (aplikovany na vyskové rozdily). Hladinu
testu uvazujte 5 %.

povazovat za realizaci ndhodného vybéru z dvourozmérného rozdéleni nahodného vektoru

5) Piipravte novou proménnou vyskaDif, jez bude udévat vyskovy rozdil mezi otcem a jeho
partnerkou.

detach(DetiH)
Deti$vyskaDif <- Deti$vyska.o - Deti$vyska.m

6) Spoctéte zakladni popisné statistiky pro vyskové rozdily mezi otcem a matkou.

summary (Deti$vyskaDif) # charakteristiky polohy
sd(Deti$vyskaDif) # charakteristika variability

7) Pomoci obréazkii i formdlnim testem zjistéte, zda je smysluplné piedpoklddat normaln{ rozde-
leni pro vyskové rozdily mezi otcem a matkou.

hist (Deti$vyskaDif) # histogram
qqnorm(Deti$vyskaDif) # normalni diagram

qqline (Deti$vyskaDif)

shapiro.test(Deti$vyskaDif) # Shapiro-Wilkuv test normality



Normélni rozdéleni zde muzeme piedpokladat (p-hodnota Shapiro-Wilkova testu je 0.4836).

8) Pomoci parového t-testu (pro vysky otcli a matek), resp. jednovybérového t-testu pro vyskové
rozdily, otestujte Ho : E(Z) = 14 cm proti Hy : E(Z) > 14 cm.

t.test(Deti$vyskaDif, mu=14, alternative="greater") # nebo:
t.test(Deti$vyska.o, Deti$vyska.m, mu=14, alternative="greater", paired=TRUE)

<> Jaky je zéver (zamitame/nezamitdme Hy na pozadované hladiné)?
P-hodnota vysla 0.9802, coz je vic nez zvolend 5% hladina. Nezamitame tedy Hy. Na zdkladé
nasich dat nelze zamitnout hypotézu, ze rozdil populac¢nich pruméru vysek je 14 cm.

< Jak byste formulovali svuj zévér bez pouziti vyrazu ,zamitdme/nezamitdme Hp“?

Data neprokézala, ze by rozdil popula¢nich pruméru vysek byl ruzny od 14 cm. (Pokud ten
rozdil neni 14 cm, tak ale ne statisticky vyznamné. Na detekci ptipadné odchylky bychom
potiebovali vice dat.)

<> Jak souvisf vysledek testu s intervalem spolehlivosti, jez je téz uveden ve vystupu?

Je to 95% interval spolehlivosti pro E(Z), ¢ili je to interval, ktery s pravdépodobnosti 0.95
obsahuje skuteénou hodnotu rozdilu populaénich prumeért vysek otce a matky. Jelikoz hodnota
14 lezi v tomto intervalu, m& Sanci byt tim skutecnym rozdilem vysek. Dochazime tedy ke
stejnému zavéru, a to nezamitnuti Hy.

Vysledny interval spolehlivosti ma tvar (10.93, 00), je tedy jednostranny. Je to proto, Ze jsme
zvolili jednostrannou alternativni hypotézu.

7 Samostatna prace

Pokuste se zjistit, zda jsou otcové typicky o vice jak 2 roky starsi nez matky.

Ozna¢me jako X vék ndhodné vybraného otce a jako Y vék jeho partnerky. Data lze tedy opét
X
Y
K zodpovézeni nasi otazky vsSak opét staci zabyvat se ndhodnou velicinou Z = X — Y, kde Z
reprezentuje vékovy rozdil otce a matky ndhodné vybraného ditéte. Chceme testovat hypotézu Hy :

E(Z) = 2 roky proti H; : E(Z) > 2 roky, kde E(Z) znaéi stfedni hodnotu veli¢iny Z. Hladinu testu
uvazujte opét 5 %.

povazovat za realizaci ndhodného vybéru z dvourozmérného rozdéleni ndhodného vektoru

<+ Ptipravte novou proménnou vekDif, jez bude udavat vékovy rozdil mezi otcem a jeho part-
nerkou.

<+ Spoctéte zdkladni popisné statistiky pro vékové rozdily mezi otcem a matkou.
<+ Obrazky i formalnim testem zjistéte, zda je smysluplné predpokladat normalni rozdéleni pro

vékové rozdily mezi otcem a matkou.

Patrné jste zjistili, Ze rozdéleni vékovych rozdilu mezi otcem a matkou neni normaélni, ale je
zna¢né zeSikmené. K posouzeni vékové odlisnosti mezi otcem a matkou musime tedy pouzit
néjaky neparametricky/poradovy test.



