Cviceni z biostatistiky 04

Posledni tprava dokumentu: 13. biezna 2024.

Klasicka definice pravdépodobnosti a pravdépodobnostni rozdéleni,
zkoumani normality dat

Spust’te RStudio, oteviete si novy skript, ulozte si ho a nastavte pracovni adresér.

S teorif k tomuto cviceni vdm muze pomoci text Nahodnd velicina a jeji rozdéleni (dale pod zkrat-
kou NVR), ktery najdete na mych strdankdch (https://web.natur.cuni.cz/uvamvt/turcméam),
poptipadé si prislusné pojmy pripomente z pfednasky ¢i z ucebnice.

1 Klasicka definice pravdépodobnosti

Nahodny pokus je pokus konany za presné definovanych podminek, jehoz vysledek je predem nejisty
(napft. hod kostkou). Nejjemnéji rozlisované mozné vysledky ndhodného pokusu, které se vzajemné
vylucuji (nemohou nastat dva soucasné) a jeden vzdy musi nastat, se nazyvaji elementarni jevy
(napft. pro hod kostkou je mnozina elementdrnich jevu rovna {1,2,3,4,5,6}). Mnozina vSech ele-
mentarnich jevii daného pokusu se obvykle znaci pismenem 2. Nahodny jev A je pak libovolné
tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu. Nahodné jevy znacime zpravidla velkymi pismeny ze za-
catku abecedy. Korektné pak muzeme ndhodny jev A popsat tak, ze vyjmenujeme, ze kterych
elementarnich jevu se sklada, tj. vyjmenujeme vSechny elementdrni jevy, které jsou priznivé jevu A
(jev A, ze na kostce padne sudé ¢islo, se skladd z elementarnich jeva {2,4,6}).

Jsou-li vSechny elementdrni jevy stejné pravdépodobné (coz je piiklad tfeba spravedlivé kostky,
kde vSechny stény maji pravdépodobnost 1/6), pak pravdépodobnost jevu A, ktery je slozen z m 4
elementarnich jevu, spocitdme jednoduse jako
P(A) = ma
m

kde m je celkovy pocet vsech elementdrnich jevu (tj. celkovy pocet prvkia mnoziny §2). Timto
vzoreckem se diive pravdépodobnost definovala, a tak dnes fikame, ze jde o tzv. klasickou definici
pravdépodobnosti. Napiiklad pro jev A, Ze na kostce padne sudé ¢islo je mgq = 3 a m = 6, a tudiz
P(A)=2=1.

1) Kolika zpusoby si muze 15 studentu Zdkladi biostatistiky sednout k 15 poéitacim v uéebné
B57 Jaké je pravdépodobnost, Ze si sednou (v uéebné zleva doprava) presné v poradi, v jakém
jsou uvedeni v prezencni listiné?

<> Mnozina € je tvofena v8emi permutacemi, které lze vytvorit z 15 prvku (studenti). Celkovy
pocet téchto permutaci je m = 15!. V R to spoc¢itame jako

factorial(15)

s Usporadani, které vyhovuje prezenéni listing, je pouze jediné. Tedy pocet pfiznivych uspo-
rfadani je myg = 1, a tudiz pravdépodobnost této jediné permutace je dle klasické definice
pravdépodobnosti rovna

1/factorial (15)

2) Kolika zptsoby si mize sednout do posluchdrny o 170 zidlich 170 studentt?

<+ Vyjde vam néjaké ohromné ¢islo, protoze faktoridl se zvétsuje velkou rychlosti.



3) Kolika zpusoby si miize sednout do posluchérny o 171 zidlich 171 studentu?
< Zde uz je odpoved’ Inf (= infinity, nekonetno). I R ma své limity...

4) S jakou pravdépodobnosti vyhrajete ve Sportce 1. cenu s jednim vsazenym sloupcem?
e Sportce se tipuje 6 ze 49 ¢isel. Vyhrat prvni cenu znamend uhodnout vSech Sest ¢isel.
<> Ve Sportce se tipuje 6 ze 49 &isel. Vyhrat prvni { uhodnout viech dest &isel

<+ Princip losovani pfitom zarucuje, ze kazdé Sestice ¢isel ma stejnou pravdépodobnost. Mno-
zina 2 je tedy tvofena vSemi Sesticemi, které lze vytvorit ze 49 ¢isel. Téchto Sestic je (469), cozZ
v R vypocteme jako

choose (49, 6)

< Pocet piiznivych jevu, tj. pocet Sestic, na néz pripadne prvni cena, je roven 1. Proto
pravdépodobnost vyhry prvni ceny je dle klasické definice pravdépodobnosti rovna

1 / choose(49, 6)

5) S jakou pravdépodobnosti vyhrajete ve Sportce 1. pofadi s diplné vyplnénym tiketem (10
sloupcu), jestlize v kazdém sloupci méte uvedenu jinou kombinaci vsazenych ¢éisel?

10 / choose (49, 6)
6) Hézime dvéma kostkami. S jakou pravdépodobnosti bude:

< soucet obou hodnot roven 10?

< soucet obou hodnot roven alespon 10?7

2 Vypocet stifedni hodnoty a rozptylu z definice

Pfipomente si vzorec pro vypocet stfedni hodnoty diskrétni ndhodné veli¢iny (napt. NVR, str. 3,
vzorec (1)).

Priklad

Nahodna velicina X nabyva pouze hodnot 2, 3,5 a to s pravdépodobnostmi

Vypoctété stiedni hodnotu a rozptyl této nahodné velic¢iny.

< stredni hodnotu vypocteme z definice jako

EX=2-P(X=2)+3-P(X=3)+5-P(X=5)
—2.06+3-03+5-0.1=26

<> rozptyl mizeme také vypoéitat z definice (viz napt. NVR, str. 4, vzorec (2))

var X = E(X — E X)?
—2-EX)?.P(X=2)+3-EX)?. P(X=3)+(5-EX)?.P(X =5)
=(2—-26)*-0.6+(3—-2.6)*-0.3+ (5—2.6)%-0.1
= 0.84



< Nékdy je vyhodnéjsi vypocitat rozptyl podle vzorecku
var X = E(X?) — (EX)?

K tomu je potieba si vypoéitat E(X?) (tzv. druhy moment veli¢iny X), coz udéldme opét z
definice stiedni hodnoty (tentokrét jde o stfedni hodnotu X?)

E(X?)=22-P(X=2)+3%-P(X =3)+5%-P(X =5)
=4-06+9-03+25-0.1=7.6

a pak dosadit

var X = E(X?) — (EX)? = 7.6 — (2.6)> = 0.84.

Priiklad - samostatna prace

Nahodna veli¢ina X nabyva pouze hodnot 0 a 1, a to s pravdépodobnostmi
P(X=0)=08 PX=1)=c

Urcete hodnotu c¢ a spoctéte E X.

3 Binomické rozdéleni

Piipomeiite si vyznam veli¢iny s binomickym rozdélenim (napf. NVR str. 7) a zakladni charakte-
ristiky tohoto rozdéleni. Mame posloupnost n nezavislych diléich pokust, v nichz ndhodny jev zdar
nastava s pravdépodobnosti p. Ndhodn4a veli¢ina s binomickym rozdélenim s parametry n, p je ddna
celkovym poctem zdaru v takové posloupnosti. Plati:

P(X =k) = (Z)pk(l —p)”_k, EX =np, var X = np(1l — p). (1)

Priklad s krajtou

Predpokladejme, Ze se z vajicka krajty vylihne zivy jedinec s pravdépodobnosti 0.5. V nésledujicich
tkolech nas bude zajimat pravdépodobnost, s jakou se z 10 vajicek vylihne urcity pocet zivych
krajt. Veli¢inou, kterd nds zajima je tedy pocet uspéchu (= zivych krajt) z 10 pokusu (= vajicek).
To je pfesné velicina s binomickym rozdélenim a parametry n = 10 a p = 0.5. Oznac¢ime-li si tuto
veli¢inu jako X, pak muzeme symbolicky psat X ~ Bi(10,0.5).

1) S jakou pravdépodobnosti se z 10 vajicek vylthne pravé 5 Zivych krajt?

<> Zajimé nés P(X = 5). Dle vzorecku (1) vime, Ze je to

10 10
P(X =5) = ( s > (0.5)°(1 — 0.5)107%) = ( . > (0.5)°(0.5),
< coz v R miizeme jednoduse spocitat pomoci

dbinom(5, 10, 0.5)
<> Odkud se vzal nézev pitkazu? Zkratka binom v pitkazu samoziejmé odkazuje na bino-

mické rozdéleni, pfedpona d pak zkracuje density (hustota), nebot’ pravdépodobnosti
P(X = k) jsou vlastné analogii hustoty u spojitych rozdéleni.



2) S jakou pravdépodobnosti se z 10 vajitek vylihne nejvyse 5 zivych krajt?

<+ Tady je dotaz na P(X < 5), coz je hodnota distribuéni funkce binomického rozdéleni v
bodé 5. Z teorie vime, ze

< coz v R vypocteme jako
pbinom(5, 10, 0.5)
(Predpona p v nazvu piikazu odkazuje na probability, ale neda se fict, ze by toto oznaceni
bylo néjak zvlast’ st’astné...)
3) S jakou pravdépodobnosti se z 10 vaji¢ek vylihne alesponi 5 Zivych krajt?

< Zde je dotaz na P(X > 5), coz muzeme jednoduse prevést na predchozi piipad pomoci

P(X >5)=1-P(X <4).

<+ VRto pak vypocteme jako
1 - pbinom(4, 10, 0.5)

4) Vsechny pravdépodobnosti P(X = k) pro k =0, 1,...,10 lze vypsat piikazem:

dbinom(0:10, 10, 0.5)

5) Nechte si graficky znézornit pravdépodobnosti jednotlivych hodnot. Déle si nechte vykreslit
distribuéni funkci po¢tu vylihnutych krajt a pfipomeite si, jaké vlastnosti ma distribuéni
funkce diskrétniho rozdéleni.

< Jednotlivé pravdépodobnosti si 1ze vykreslit pomoci ptikazu:

kk <- 0:10 # mozZné hodnoty

cbind ("k"=kk, "pst"=round (dbinom(kk,10,1/2),6))
plot (kk,dbinom(kk,10,1/2),pch=16)

for (k in kk) lines(c(k,k),c(0,dbinom(k,10,1/2)))
abline(h=0,col="grey")

<> Distribuén{ funkci vykreslime piikazem:

plot(stepfun(kk,c(0,pbinom(kk,10,1/2))),pch=16,verticals=FALSE,
main="Distribuéni funkce")
abline(h=0:1,col="grey")

Priklad - kostka

Hézime 20-krat symetrickou kostkou. Zajimé nés jaka je pravdépodobnost, Ze z téchto 20 hodu
padné urcity pocet Sestek. Rozmyslete si, ze veli¢ina X predstavujici pocet Sestek ve 20 hodech ma
binomické rozdéleni Bi(20, #).

<+S jakou pravdépodobnosti padnou pravé 4 Sestky?
<+S jakou pravdépodobnosti padnou nejvyse 4 Sestky?

<+S jakou pravdépodobnosti padne alespon 5 Sestek?



4 Poissonovo rozdéleni

Na rozdil od binomického rozdéleni zde neni koneény pocet diléich pokust, v nichz bychom zjist’o-
vali, zda nastal ¢ nenastal sledovany ndhodny jev (zdar). Zajima nds pocet vyskytu sledovaného
nahodného jevu béhem daného casového intervalu ¢i na dané ploSe ,,jednotkové“ velikosti apod.,
pricemz pocty vyskytu v ruznych ¢asovych intervalech (plochéch) jsou nezévislé. Mozné hodnoty
nejsou shora nijak ohranic¢ené, i kdyz jsou velké hodnoty méalo pravdépodobné. Stiedni hodnota i
rozptyl jsou stejné, rovné jedinému parametru A > 0. Plati tedy:

PUIN

P(X:k;):ﬁe y

EX =), var X = \. (2)

6) Piiklad - studenti: Pfedpoklddejme, Ze se pocet studenti, ktef{ dorazi na prednésku v intervalu
0-10 minut pfed jejim zacatkem, ¥idi Poissonovym rozdélenim s parametrem A = 15.

<+ Ptipomerte si, jak vypada Poissonovo rozdéleni. Nechte si zndzornit pravdépodobnosti
jednotlivych hodnot pro tento ptiklad.

lambda <- 15
kk <- 0:50 # omezime se na tyto moZné hodnoty
dpois (kk,lambda)
plot (kk,dpois(kk,lambda) ,pch=16)
arrows (x0=kk,y0=0,x1=kk,yl=dpois (kk,lambda) ,length=0)
abline(h=0,col="grey")
<+ Ktery pocet studenti je nejpravdépodobnéjsi?
< Nejpravdépodobnéjsi je pocet 14 a 15 studentu.
<+ Spoctéte pravdépodobnost, ze na prednasce bude pravé 10 studentt.
— Vypocet proved’'te ,ruéné“ pomoci vzorecku.
lambda”10/factorial (10)*exp (-lambda)
— K vypoctu pouzijte funkei dpois(k,Jambda) pro dané k a A.
dpois (10, lambda)
< Urcete pravdépodobnost, s jakou na prednasku nikdo nedorazi.
dpois (0, lambda)
< Jakd je pravdépodobnost, ze dorazi maximélné pét studentu?
ppois(5,lambda)
<+S jakou pravdépodobnosti nebude stacit poslucharna s kapacitou 25 mist (ve smyslu, ze
nékdo nebude mit misto k sezeni).

1-ppois(25,lambda)

Pozndmka - Poissonovo rozdéleni

V textu NVR, str. 8, si pfectéte sekci o Poissonovu rozdéleni a o moznosti jeho vyuziti k aproximaci
binomického rozdéleni.

Porovnejte graficky rozdéleni Bi(n,p) a Po(np) pro ruznd n a mald p. Uvazujte napiiklad n =
20,p = 1/10, déle n = 50,p = 1/25 a nakonec n = 100, p = 1/50. Uvidite, ze rozdéleni Bi(n,p) lze
pro malé p velmi dobfe aproximovat pomoci Po(np).

par(mfrow=c(2,1))  # umozni mit dva obrazky pod sebou
n <- 50; p <- 1/25
kk <- 0O:n



plot(kk,dbinom(kk,n,p),pch=16,ylab="Binom")

arrows (x0=kk,y0=0,x1=kk,y1=dbinom(kk,n,p),length=0)

abline (h=0,col="grey")

plot (kk,dpois(kk,n*p),pch=16, ylab="Poiss")

arrows (x0=kk, y0=0,x1=kk, y1=dpois (kk,n*p), length=0)

abline (h=0,col="grey")

par (mfrow=c(1,1)) # aby byl v grafickem okne opet pouze 1 obrazek

5 Normalni rozdéleni

V textu NVR, str. 10, si pfectéte sekci o normélnim rozdéleni a jeho charakteristikach.

Na normalnim rozdéleni je mimo jiné zajimavé i to, ze ma zvlast’ parametr pro stfedni hodnotu a
zvlast’ parametr pro rozptyl. Jeho stfedni hodnota a rozptyl spolu tedy nejsou zddnym zpusobem
provazané. To u jinych rozdéleni nenajdeme.

Vykreslete si ,,gaussovku*

Hustota normalniho rozdéleni (slangové nazyvand ,gaussovka®) je funkce dana predpisem
1 _e=w?

flz) = Norh Ed 3)

kde i a 02 jsou stfedni hodnota a rozptyl, kterézto jsou parametry normalniho rozdéleni.

Vykreslete si ,gaussovku® pro ruzné hodnoty stiedni hodnoty a rozptylu (resp. smérodatné od-
chylky) a pozorujte vliv téchto parametru na jeji tvar.

strhod = 1 # stredni hodnota, zkousejte ruzne hodnoty
smerodch = 3 # smerodatna odchylka, zkousejte ruzne hodnoty
curve (dnorm(x,strhod, smerodch) ,x1im=c(-30,30))

< Pro zajemce: Piikaz dnorm poskytuje hodnotu hustoty normalniho rozdéleni v daném bodé
s danymi parametry. Pfedpona d je zkrdcenim slova density (hustota). Prvnim argumentem
funkce dnorm je bod, ve kterém nds hustota zajima (zde z, nebot’ nis to zajima ve vsech
bodech a funkce curve pfijima pouze funkce proménné z). Druhym argumentem je stfedni
hodnota a tfetim argumentem je smérodatna odchylka.

<> Pitkaz curve dokéze vykreslit libovolnou kiivku proménné x. Jeho argument x1im pak udava
limity na ose x, v nichz ma byt kiivka vykreslena.

<+ Jak jste zpozorovali, stfedni hodnota normalniho rozdéleni uddva stied hustoty (tj. stied
skopecku*). Rozptyl pak udéva, jak bude kiivka ,roztazena® do stran. Moznd jste si také
v8imli, ze pii vétsi hodnoté rozptylu se vyska kopecku snizi (hodnoty na ose y klesnou). Je
to proto, ze celkova plocha pod hustotou musi byt vzdy rovna jedné, a tudiz je nutno tuto
plochu i pfi vétsim rozptylu (a tedy ,roztazenéjsi“ kiivce) zachovat.

Piiklad - IQ

Hodnota IQ koeficientu je tabelovana tak, aby bylo jeho rozdéleni normalni se stfedni hodnotou
100 a smérodatnou odchylkou 15 (timto tiSe predpokldddme, ze kazdy ¢lovék je charakterizovan
hodnotou IQ uréenou s neomezenou presnosti).

Oznaéme si velicinu piedstavujici IQ ndhodné vybraného ¢lovéka jako X. Pak X ~ N(100,152).

(Druhym parametrem normélniho rozdéleni je tradiéné rozptyl, nikoli smérodatné odchylka, proto
musime 15 umocnit na druhou).



1) Uréeme pravdépodobnost, ze IQ ndhodné vybraného ¢lovéka je nizsi nez 120.

< Zajim4 nés tedy P(X < 120), coz je hodnota distribu¢ni funkce normalniho rozdélent
N(100,15%) v bodé 120. Zadny explicitni vzorec pro distribuéni funkci normalniho roz-
déleni bohuzel neexistuje, lze ji zapsat pouze pomoci integralu z hustoty, tj.

# 1 _@-w?

P(X <z)= /_OO f(z)de = /_oo 20

kde f(x) je hustota normalnfho rozdéleni N(u,o?), kterou jsme jiz vidéli ve vzorci (3).
Pro nés tedy

120 1 _ (z—100)?

- 152
Y=

P(X <120) =

<> Nastésti tento integral nemusime pocitat ruéné, ale spoc¢ita ho za nas R:
pnorm (120, 100, 15)

2) Urcéeme pravdépodobnost, ze 1Q ndhodné vybraného ¢lovéka je vyssi nez 120.
< Zde je dotaz na P(X > 120), coz muzeme opét spocitat jako:
P(X >120) =1- P(X <120),
< coz v R spocteme jako
1 - pnorm(120, 100, 15)
3) Urcete pravdépodobnost, ze IQ ndhodné vybraného ¢lovéka lezi v intervalu (110, 130).

<+ Pravdépodobnost, ze veli¢cina X nabyde hodnoty z néjakého intervalu (a, b) je rovna plose
po kfivkou hustoty v tomto intervalu. A tato plocha se vypocte jakozto urcity integrél z
hustoty f(x) pfes interval (a,b):

b
P(X € (a,b)) = Pla< X <b) = / f(z)dz.
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<> Misto pocitani integralu si ale muzeme rozmyslet, ze
Pla<X <b)=P(X <b)— P(X <a),

tedy jde o rozdil distribuéni funkce v bodé b a v bodé a.

< V nasem pripadé je a = 110 a b = 130. Rozdil distribuénich funkeci pak v R spoéitame
jako
pnorm (130, 100, 15) - pnorm(110, 100, 15)

< Moznd vés zarazilo, ze distribu¢ni funkei zde nazyvédme pravdépodobnost P(X < z),
misto tradiénitho P(X < z). Pravda je, Ze u spojitych rozdéleni je to jedno. Je to diky
tomu, Ze u spojitych rozdéleni je pravdépodobnost jednoho konkrétniho bodu rovna nule,
tj. P(X =2)=0. A tudiz P(X <z)=P(X =2)+ P(X < z) = P(X < z). Podrobngji
se 0 tom muzete docist nize.

4) Uréete pravdépodobnost, ze 1Q ndhodné vybraného ¢lovéka je rovno 120.
<+ Spravna odpovéd’ je

P(X =120) = 0.

Nékdo bude mozné zkouset: dnorm(120, 100, 15)

ALE POZOR! Pro spojitd rozdélen{ je P(X = z) = 0 ! Hustota je pro spojitd rozdéleni sice jakousi
yhdhrazkou“ za vyraz P(X = x) (ktery se vyskytuje u rozdéleni diskrétnich), avSak ma vyznam pouze
pii uréeni pravdépodobnosti, ze ndhodné veli¢ina X lezl v ngjakém intervalu (tato pravdépodobnost
je pak rovna plose pod kiivkou hustoty v daném intervalu). Hustotu tedy nelze pouzit pro vypocet
pravdépodobnosti, ze se X rovna urcité hodnoté, tj. f(z) # P(X = z). Piikaz dnorm(120,100,15) ndm
sice d4 né&jaké &islo (nebot’ hustota f(z) je funkel proménné z, takze f(120) je ,néjaké &islo“), avsak
toto ¢islo nemd vyznam pravdépodobnosti jevu ,IQ=120% tj. f(120) # P(IQ = 120).

6 Zkoumani normality dat

Mnohé metody, s nimiz se jesté potkame, predpokladdaji u kvantitativnich dat, ze odpovidaji nor-
malnimu (Gaussovu) rozdéleni. Toto rozdéleni odvodil Abraham de Moivre v roce 1733, ale pozdéji
dostalo nazev po némeckém matematikovi C. F. Gaussovi.
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Obrazek 1: Némecky matematik a fyzik Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) na staré némecké marce.



1) Nactéte si opét datovou tabulku z minulé hodiny:

load("Kojeni.RData")
attach(Kojeni)

QQ plot

Shodu rozdéleni dat s predpoklddanym rozdélenim lze graficky nejlépe posoudit pomoci kvantil-
kvantilového grafu (angl. QQ plot, coz je zkratka pro quantile-quantile plot). Chceme-li tedy posou-
dit, zda by nase data mohla pochézet z normalniho rozdéleni, je nejlepsim obrazek pravé QQ plot,
v piipadé normalniho rozdéleni nazyvany normdlni diagram.

V normdlnim diagramu jsou na ose x teoretické kvantily norméalniho rozdéleni N(0,1) (ty jsou
znamy) a na ose y jsou vybérové kvantily vypoéitané z piislusnych dat (vybérové kvantily jsme
pocitali na pfedchozich cviéenich pomoci piikazu quantile). Pocet vykreslenych kvantilu je roven
poctu nagich dat. Pochazeji-li nase data z normalniho rozdéleni (ne nutné jen N (0, 1)), mély by si
teoretické a vybérové kvantily odpovidat a body v normalnim diagramu by mély lezet na piimce.
Pokud data z normalniho rozdéleni nepochézeji, budou se body v normélnim diagramu kolem
piimky ruzné vinit, popf. utikat na koncich.

Nenechte se zmast tim, ze vybérové kvantily v normalnim diagramu porovnavame s teoretickymi
kvantily zrovna N (0, 1) rozdéleni. Pokud by nase data pochézela z normélniho rozdéleni s néjakou
jinou stiednf hodnotou a jinym rozptylem (tj. obecné N(u,o?)), bude mit pifmka z bodi akorat
jiny sklon, ale jeji tvar zustane zachovén.

Posouzeni normality na zdkladé normalniho diagramu je samoziejmé zcela subjektivni. Pozdéji
budeme normélni rozdéleni dat rigorézné testovat pomoci Shapiro-Wilkova testu.
2) Nakreslete normalni diagram pro vék matek (vek.m):

qqnorm(vek.m)
qqline(vek.m)

<+ Ukazuje obrazek na nenormalitu rozdéleni véku matek?
3) Obrazek samoziejmé muzete déle zkraslovat:

qqnorm(vek.m, pch=16, col="red", xlab="Teoreticke kvantily N(0, 1)",
ylab="Kvantily veku matek", main="Normalni Q@ graf (vek matek)")
qqline(vek.m, lty=6, col="darkblue")

7 Konec prace

Nez zaviete vSechna okna, nezapomeite si ulozit posledni zmény ve skriptovém souboru:

‘File\b‘Save‘




