Cviceni z biostatistiky 05

Posledni tprava dokumentu: 21. biezna 2024.

Interval spolehlivosti pro stredni hodnotu normalné rozdéleného vybéru,
uvod do testovani hypotéz (jednovybérovy t-test)

Statistika se snazi na zdkladé nékolika vybranych jedinct usoudit néco o celé populaci. Formu-
luje ruznd teoretickd tvrzeni (hypotézy) o celé populaci a snazi se je zodpovédét pomoci vybéro-
vych charakteristik. Od tohoto cvi¢eni uz tedy bude velmi dulezité dusledné rozlisovat populaéni
charakteristiky (populaéni prumér/stiedni hodnota, populacni rozptyl, atd.) od jejich vybérovych
protéjsku (vybérovy prumér, vybérovy rozptyl, atd.).

Prectéte si, prosim, text Konfidenéni intervaly, ktery najdete na mych strankach, nebo si ptislusnou
teorii pripomente z prednasky.

Spust’te si RStudio a nastavte si pracovni adresar. Déale si otevite novy skript a ulozte si jej.

1 Interpretace intervalu spolehlivosti

1) Hodnota IQ v populaci se df rozdélenim A/(100, 152). Naleznéte nejkratsi interval, ve kterém
lezi 1Q 50 % populace.

curve (dnorm(x, 100,15) ,from=60, to=140, 1wd=2) # graf hustoty

abline(h=0,col="grey") # vykresleni prislusne plochy

dolni_kv <- 0.25

horni_kv <- 0.75

lines(qnorm(c(dolni_kv,horni_kv),100,15),c(0,0),1wd=3,col="green")

xx <- seq(qnorm(dolni_kv,100,15),qnorm(horni_kv,100,15),length.out=101)

polygon(c(qnorm(dolni_kv,100,15) ,xx,qnorm(horni_kv,100,15)),
c(0,dnorm(xx,100,15),0) ,col="1ightgreen")

2) Naleznéte nejkratsf interval, ve kterém lez{ 1Q 95 % populace.
3) V praxi hodnotu p = 100 samoziejmé nezndme a chceme ji odhadnout z pozorovanych dat.

<+ Nagenerujte si ndhodny vybér o rozsahu 50.
vyber <- rnorm(50, 100, 15)

<+ J aky je bodovy odhad p zaloZeny na nasSem vybéru?

<> Jaké rozdéleni mé prumérné 1Q spoc¢itané z vybéru o rozsahu n?
Vybérovy priumér X spoéitany z vybéru z N (i, 0?) o rozsahu n mé rozdéleni N' (i, o2 /n).

<+ Vv jakém intervalu tato prumérnd hodnota lezi s pravdépodobnosti 0.957
Vybérovy prumér X lezi s pravdépodobnosti 0.95 s intervalu (qo.025, 90.975), kde qo.025 je
2.5% kvantil rozdéleni N'(u, 0% /n).
n <- 50
shp <- 100 # stredni hodnota pruméru
sop <- 15/sqrt(n) # smérodatnd odchylka priméru
curve (dnorm(x, shp, sop) , from=60, to=140, 1wd=2) # graf hustoty
abline (h=0,col="grey") # vykresleni prislusne plochy
dolni_kv <- 0.025



horni_kv <- 0.975
lines(qnorm(c(dolni_kv,horni_kv),shp,sop),c(0,0),lwd=3,col="green")
xx <- seq(qnorm(dolni_kv,shp,sop),qnorm(horni_kv,shp,sop),length.out=101)
polygon(c(qnorm(dolni_kv,shp,sop),xx,qnorm(horni_kv,shp,sop)),
c(0,dnorm(xx,shp,sop),0),col="1ightgreen")
<+ Vyraz pro tento interval upravte tak, abyste dostali interval spolehlivosti pro u.
7 predchoziho bodu vime, 7ze P(X € (qo.025,40.975)) = 0.95. Poznamenejme, 7e kvantil
qo.975 (coz je 97.5% kvantil N'(u, 02/n)) lze zapsat jako p + fuo 975, kde ug.975 je 975%
kvantil rozdéleni N (0, 1). Analogicky qo.025 1ze zapsat jako p+ % 7 10.025- Jelikoz rozdéleni
N(0,1) je symetrické kolem nuly, tak ug g2: —ug.975. Dostavame tedy:
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pokryva u s pravdépodobnosti 0.95, a proto ho nazyvame 95% interval spolehlivosti pro
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4) 7 mych stranek ¢i z mé slozky na disku V: si stdhnéte funkei ,,ukazkaCL.R* a ulozte si ji do
svého pracovniho adresafe. Déle funkci nactéte do R:

source ("ukazkaCI.R")

5) Podivejme se nyni, co by mohlo nastat, kdyby M vyzkumnik provadélo postupné méreni 1Q
na n ruznych lidech. Kazdy vyzkumnik by kazdy pocital (svij) interval spolehlivosti.

ukazkaCI (mean.sim=100, sd=15, n=10, reps=50, conf.level=0.95, method="z")

Vyznam jednotlivych parametru:

mean.sim = popula&ni primér 100

sd = populaéni smérodatnd odchylka 15

n = rozsah vyb&ru (na%e n) volte postupng 10, 25, 50, 100
reps = pocet vyb&ri (nase M) volte 50 nebo 100

conf.level = spolehlivost 0.95

odpovidda znamé populaéni sd
"t" odpovidd nezndmé populaéni sd
"both” uvidime porovnani obou metod

method = pouZitd metoda vypoctu

Povsimnéte si nasledujiciho:



< Ne kazdy spocteny interval se trefi do skuteéné hodnoty p = 100. Priblizné 5 % vyzkum-
nikl obrzelo interval spolehlivosti, ktery neobsahuje skute¢né p = 100.

< Zvétsujete-lin (rozsah vybéru), intervaly se zkracujf (jejich délka je piimo imérnd 1/4/n).
<> Pfi nezndmém o jsou intervaly (pfi jinak shodném n) o néco §irsi nez pii zndmém o.

< Cim vysSi spolehlivost interval ma, tim je Sirsi.

2 Hmotnost ve 24. tydnu (interval spolehlivosti pro neznamé o)

Nactéte si difve ulozend data Kojeni, se kterymi jsme se seznamili v pracovnim listu 03 a zajistéte
si pfimy piistup k jednotlivym proménnym tohoto datového souboru

load("Kojeni.RData")
attach(Kojeni)

Nejprve budeme analyzovat hmotnost ditéte ve 24. tydnu po narozeni (proménnéd hmotnost).

1) Znézornéte graficky hlavn{ charakteristiky rozdéleni hmotnosti. Nakreslete krabickovy graf,
histogram a normalni QQ graf pro hmotnost.

boxplot (hmotnost) # krabickovy graf

hist (hmotnost) # histogram
qqnorm(hmotnost) # normalni diagram
qqline (hmotnost)

2) Domnivite se, Ze je smysluplné predpokladat, ze rozdéleni hmotnosti ve 24. tydnu je normaln{
(s nezndmou st¥edni hodnotou p a nezndmym rozptylem o?)?

<> Ano. Histogram mé docela symetricky tvar pripominajici Gaussovu kiivku (hustotu nor-
malniho rozdéleni). Body na normélnim diagramu celkem obstojné kopiruji ptimku. Lze
tedy predpoklddat, ze data hmotnosti pochézeji z normalniho rozdéleni N(u,0?), kde
parametry u a o2 bohuzel neznime.

¥ Stiedni hodnota u pfedstavuje populaéni primér hmotnosti, nebo-li stfedni hmotnost.
Je to nezndama konstanta, kterou se pokusime odhadnout.

A . . P S .
v Pozdéji budeme normalitu dat testovat rigorézné pomoci Shapiro-Wilkova testu.

3) Spoctéte zakladni popisné statistiky pro hmotnost.

summary (hmotnost) # charakteristiky polohy
sd (hmotnost) # smerodatna odchylka

4) Odhadnéme bodové i intervalové (s 95% spolehlivost{) stiedni hmotnost (tj. popula¢ni priamér
hmotnost{) déti ve 24. tydnu pii predpokladu normélniho rozdéleni.

<+ Bodovy odhad jiz méme - je to vybérovy prumér (v dalsim znaceno jako ).
mean (hmotnost)

< Jelikoz jsme zjistili, ze data hmotnosti by mohla pochézet z normélniho rozdéleni, mu-
zeme pro intervalovy odhad p pouzit obdobu vzorce (1). Jen je tieba v ném nahradit po-

pula¢éni smérodatnou odchylku o za vybérovou smérodatnou odchylku s = nll o (z



a dale nahradit kvantil normovaného normélniho rozdéleni ug 975 za kvantil t-rozdéleni
(s m — 1 stupni volnosti) gt,—1(0.975):

Sz
— . qt,,—1(0.975
N ( J))

Sz .
(:1; — ﬁ - qtn—1(0.975) , T +

kde

Z = vybérovy primér = bodovy odhad pro u,
Sz = vybérovd smérodatnd odchylka,

n = rozsah vyb&ru (tj. potet pozorovéni),
Sx

n

tn—1(1 — a/2) = kvantil Studentova t-rozdé&len.

= odhad chyby odhadu,

<+ Zvolili jsme tzv. oboustrannou verzi intervalu spolehlivosti, kterd se pouziva nejcastéji.

<+ Nejprve zkusime spocitat interval spolehlivosti ru¢né, podle vzorecku vyse.

prum <- mean(hmotnost) # prumer
std.dev <- sd(hmotnost) # smer. odchylka hmotnosti
n <- length(hmotnost) # pocet pozorovani

se.prum <- std.dev/sqrt(n) # odhad chyby odhadu

qq <- qt(0.975, df=n-1) # kvantil t-rozdeleni
puldelka <- se.prum * qq # polovina delky int. spol.
CI.dolni <- prum - puldelka

CI.horni <- prum + puldelka

CI.rucne <- c¢(CI.dolni, CI.horni)

CI.rucne

5) Intervalové odhady (intervaly spolehlivosti) souviseji tzce s testovdnim hypotéz. V R proto
zpravidla nenajdeme zvlastni procedury pro vypocet intervalu spolehlivosti. Nicméné pro-
cedury uréené primarné k testovani hypotéz produkuji téz souvisejici interval spolehlivosti.
S odhadem g v ndhodném vybéru z N'(u, o?) souvisi jednovybérovy t-test. Odsud tedy postup
vypoctu intervalu spolehlivosti pro p v R:

t.test (hmotnost)
pripadné:
t.test (hmotnost, conf.level=0.95)
kde v argumentu conf.level lze nastavit i jinou spolehlivost.

<+ Ve vystupu si v tuto chvili v§imejte pouze poslednich péti fadku, zbytek ignorujte.

One Sample t-test

data: hmotnost
t = 90.534, df = 98, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to @

95 percent confidence interval: s . -
7520.974 7858. 077 95% interval spolehlivosti

sample estimates:

mean of x 5w .
7689 525 prumeér (bodovy odhad)

< 95% interval spolehlivosti pro populaéni hmotnost tedy je: (7521.0, 7858.1)



6)

<+ Vyslo to samé jako pri ruénim vypoctu vyse?

Znovu si uvédomme, Ze 95% interval spolehlivosti je interval, ve kterém s danou spolehlivosti
(95%) najdeme skuteénou (ndm skrytou) hodnotu stfedni hodnoty (populaéniho pruméru),
kterou zde znacime jako p.

3 Hmotnost chlapci ve 24. tydnu

3.1

Interval spolehlivosti

V situaci, kdy by pohlavi mélo vliv na hmotnost ve 24. tydnu, vypovida vysSe spo¢teny interval o po-
pula¢nim pruméru pouze tehdy, kdyz pomér chlapcu a divek v datech odpovidéd poméru chlapcu
a divek v populaci. Toto by mélo platit za pfedpokladu, ze déti do studie byly vybirdany skutecné
nahodné. V kazdém piipadé bude zajimavé zjistit, jakych hodnot nabyvé populaéni prumeér (stfedni
hodnota) hmotnosti u chlapcu, resp. divek. Odborné fec¢eno budeme odhadovat podminénou (po-
hlavim) stfedni hodnotu hmotnosti.

1)

Pro pocitani intervalu spolehlivosti bude potieba vytvorit podmnoziny dat obsahujici pouze
divky, resp. chlapce. V dalsim budeme stiidavé pracovat se vSemi détmi, pouze s chlapci,
¢i pouze s divkami. Bude proto vhodnéjsi odpojit pfimy piitup ke vSem proménnym, aby
nedoslo k nedorozuméni. Spust’te ze skriptového okna:

detach(Kojeni)

Nyni ptistupme k vytvoreni podmnoziny chlapci, kterou ulozime do datové tabulky KojeniH.

KojeniH <- subset (Kojeni, Hoch == "hoch")

Nejprve spoctéme 95% interval spolehlivosti pro stifedni hmotnost hochu.

t.test (KojeniH$hmotnost)

Jesté bychom se méli podivat, zda pro rozdéleni hmotnosti u chlapcu i divek lze predpoklé-
dat normalni rozdéleni. Nakreslete histogram a normdlni diagram (QQ graf) pro hmotnost
chlapcu.

hist (KojeniH$hmotnost)
qgqnorm (Ko jeniH$hmotnost)
qqline (KojeniH$hmotnost)

<}Body na normalnim diagramu se od primky pfili§ neodchyluji. Lze tedy predpokladat, ze
hmotnosti chlapcu by mohly pochézet z norméalniho rozdéleni.

Uziteéné srovnani prumeéru dvou populaci poskytuje graf pruméru (Plot of means). Bud’ mu-
zete pouzit funkci plot_of_means.R, kterou si muzete stahnout ze slozky V:/turcicova nebo
z mé webové stranky, nebo muzete vyuzit knihovnu RemdrMisc.

install.packages("RcmdrMisc")
library(RcmdrMisc) # otevre knihovnu
plotMeans (Kojeni$hmotnost, Kojeni$Hoch, error.bars = "conf.int", level=0.95)

Body v grafu predstavuji bodové odhady popula¢ni hmotnosti (= odhady stfedni hmotnosti)
v obou skupindch, to jest vybérové prumeéry. ,,Fousy* predstavuji piislusné 95% intervaly spo-
lehlivosti. Kazdy z téchto intervalu tedy s pravdépodobnosti 0.95 pokryvé skuteénou hodnotu
populaéni hmotnosti pro dané pohlavi.



3.2 Jednovybérovy t-test (oboustranna alternativa)
6) Zajistéte si piimy pifstup k chlapeckym hodnotém.

attach(KojeniH)

7) Nasfm tkolem bude rozhodnout, zda data podporuji hypotézu, Ze sttedni (to jest populaéni)
hmotnost chlapct ve 24. tydnu je 8200 g. Pfitom pozadujeme, aby k neopravnénému za-
mitnuti této hypotézy doslo s pravdépodobnosti nejvyse 0.05, tj. zvolili jsme si hladinu testu
a = 0.05, neboli 5 %.

<+ Abychom mohli tuto hypotézu (statisticky) otestovat, je potfeba si toto slovni zadani
prepsat do fe¢i matematiky...

8) Za ndhodnout veli¢inu X si ozna¢ime hmotnost ndhodné vybraného chlapce. Z QQ diagramu,
ktery jsme si vykreslili difve, vime, ze lze piedpokladat, ze X ~ N(u, 02), tj. ze rozdéleni
hmotnosti chlapci je normalni s néjakou neznamou stiedni hodnotou g a nezndmym roz-
ptylem o2. Ze zadani tlohy je zfejmé, ze chceme testovat hypotézu Hg : p = 8200 g. Jako
alternativni hypotézu si zvolime H; : p # 8200 g.

<+ Za predpokladu normélniho rozdéleni (ktery je ale vidy potieba ovérit) lze k testu této
hypotézy Vyu21t jednovybérovy t-test, jehoz pI‘lnClp si prosim piipomente z prednasky, nebo
z textu Uvod do testovdni hypotéz (dale jako UTH ), ktery najdete na mych strankach k 5.
cviceni.

9) Jednovybérovy t-test (angl. one-sample t-test) se v R provede jednoduchym piikazem

t.test (hmotnost, mu=8200)

kde do argumentu ,mu=“ se udava testovana hodnota z nulové hypotézy, v naSem pripadé

tedy 8 200. Recké y se totiz v angli¢tiné nazyvéa ,mu® [mju:]. Nyni se podivejme na jednotlivé
udaje ve vystupu:

One Sample t-test
pocet stuprifl volnosti (degrees of freedom) pfislusného t-rozdéleni

data: hmotnost p-hodnota

hodnota testové statistiky T —{t = -2.235)] [df = 48] [p-value = @.03011]
alternative hypothesis: true mean is not equal to 8200 —tvrzeni alternativni hypotézy
95 percent confidence interval:
[7684.391 8172.752[—— 95% interval spolehlivosti pro skuteénou stfedni hodnotu
sample estimates:
mean of x
7928.571 vybérovy primér

< Jaky je zavér (zamitame/nezamitame Hy na pozadované hladiné)?

Na zakladé vystupu z R muzeme o platnosti nulové hypotézy Hy rozhodnout tiemi zpu-

soby (viz text UTH, str. 6, Gplné dole):

(a) Podivdme se na hodnotu testové statistiky 7' = —2.235 a porovname ji s prislusnym
kvantilem! ¢-rozdéleni gt,_1(1 — a/2) = qt45(0.975) = 2.010635 (kde n znaci pocet
pozorovani). Vidime, ze absolutni hodnota testové statistiky |T| = 2.235 je vétsi
nez tento kvantil (testovd statistika prekrocila kritickou hodnotu), a tudiz zamitame
nulovou hypotézu Hy, ze by stiedni (tj. populaéni) hmotnost chlapcu byla 8 200 g

(b) Pomoci p-hodnoty: Pfipomenme, ze p-hodnota je nejmensi hladina, na které bych()m
Hy zamitli. Zde tedy bychom zamitli pro hladinu 0.03011 a vyssi. NaSe zvolena
hladina ze zadéani ptikladu je o = 0.05 a jelikoz 0.05 > 0.03011, tak nase rozhodnuti
opét je zamitnout Hg. Jednoduché pravidlo zni: ,,Je-li a > p-hodnota = zamitame
H().“

!Standarné se kvantil t-rozdéleni zna&i pouze tn—1(1 — «/2), prefix ¢ jsem piidala pouze pro ndzornost, aby se
zduraznilo, ze jde o kvantil. Snad to nenf naopak matouct :-(



(¢) Pomoci intervalu spolehlivosti: Vime, ze 95% interval spolehlivosti obsahuje s prav-
dépodobnosti 0.95 skutecnou hodnotu stiedni hmotnosti. Je-li tedy 8200 g skutecna
stfedni hmotnost, méla by v nasem intervalu spolehlivosti (7684.391; 8172.752) lezet.
Jelikoz tam nelezi, tak to asi nebude ta skute¢na sttedni hmotnost. Opét tedy zavér
zni - zamitnout Hy.

Vsechny tri zpusoby vzdy vedou ke stejnému zaveéru, takze je jedno, ktery si vyberete.

Prvni zpusob je ponékud neprakticky, nebot’ si musite ru¢né spocitat kvantil gt45(0.975),

a uvedli jsme ho spi§ pro dplnost. V praxi je asi nejpouzivanéjsi zpusob (b), popt. (c).

< Jak byste formulovali sviij zdveér bez pouziti vyrazu ,zamitdme/nezamitame Hy“?

»Na 5% hladiné jsme prokazali, ze stfedni hmotnost je ruznd od 8200 g.“ (Ten rozdil je

statisticky vyznamny).

< Jakd jind hodnota p pfi nulové hypotéze by vedla k opaé¢nému zavéru?
No n¢jaka, ktera lezi uvniti intervalu spolehlivosti. Tak tteba 8 000 g.

<+ Je potieba znovu pocitat, jestlize bychom pozadovali piisnéjsi 1% hladinu vyznamnosti,
resp. benevolentnéjsi 10% hladinu vyznamnosti?

NE. Na zdkladé vystupu vyse lze rozhodnout o platnosti Hy i na jiné hladiné nez 5 %.

Sice uz nelze pouzit 95% interval spolehlivosti, ale muzeme se Fidit p-hodnotou. Je-li

p-hodnota mensi nez zvolena hladina (0.1 nebo 0.01), tak Hy zamitame.

Pokud bychom ale prece jen chtéli vystup procedury t-test prepocitat pro hladinu 10 %

(tj. @ = 0.1), pouzili bychom:

t.test (hmotnost, mu=8200, conf.level = 0.9)

Argument conf.level udava spolehlivost a je rovna vzdy 1 — a.

Ruéni vypocet testové statistiky a p-hodnoty

10) Pojd'me si osvézit klasické programovéni a vypoéitat hodnotu testové statistiky a p-hodnoty
ru¢né. Nejprve zkuste piikazy vymyslet sami a az pak se podivat na feSeni nize.

<> Hodnota testové statistiky. (Pfikazy jsou v zdvorkach, aby se soucasné s ulozenim do
proménné vypsala i jeji hodnota.)

(n <- length(hmotnost)) # poCet pozorovani

(prumer <- mean(hmotnost)) # vyb&rovy prumér

(se.prumer <- sd(hmotnost)/sqrt(n)) # smérodatnd chyba priméru

(odlisnost <- prumer - 8200) # odchylka purméru od testované hodnoty
(T <- odlisnost / se.prumer) # hodnota t-statistiky

Ovéftte si, ze ndm vysla stejnd hodnota jako ve vystupu procedury t.test.

<> P-hodnota. Z definice p-hodnoty (text U TH, str. 4-5) je jasné, ze p-hodnota je souc¢tem
ploch vymezenych vypoctenymi hodnotami testové statistiky: Tyto modré plochy odpo-
vidaji pravdépodobnostem P(testova statistika < —|T'|) a P(testova statistika > |T).
V R tyto pravdépodobnosti spo¢itadme pomoci distribu¢ni funkce t-rozdéleni:

(P.vlevo <- pt(-abs(T), df=n-1)) # = P(testovd statistika <= -[T/)
(P.vpravo <- 1 - pt(abs(T), df=n-1)) # = P(testovd statistika >= [T/)
(P <- P.vlevo + P.vpravo) # p-hodnota je soultem obou ploch

<+ Jak je vidét, obé modré plochy jsou stejné, a tak p-hodnotu Ize spocitat najednou:
(P <- 2*pt(-abs(T), df=n-1))

Ovéfte si, ze ndm vysla stejnd hodnota jako ve vystupu procedury t.test.
11) Graficky se lze na P-hodnotu podivat nésledovné:

curve(dt(x,n-1), xlim=c(-3.5, 3.5), xlab="x", ylab="f(x)", col="darkblue")
abline(v=c(-abs(t), abs(t)), col="red", lty=4)
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4 Konec prace

Nez zaviete vSechna okna, nezapomente si ulozit posledni zmény ve skriptovém souboru:
\ File \ - \ Save\

nebo klavesovou skratkou Ctrl-s.




