
Cvičeńı z biostatistiky 09

Posledńı úprava dokumentu: 17. dubna 2024.

Analýza kategoriálńıch dat (χ2-testy dobré shody)

Prostudujte si základńı pojmy a testy v multinomickému rozděleńı a kontingenčńıch tabulkách.
Využ́ıt můžete materiály z přednášky, nebo text Analýza kategoriálńıch dat (dále jako AKD),
který najdete na mých stránkách.

1 Shoda s multinomickým rozděleńım

Rozhodněte, zda četnosti 95, 169, 89 odpov́ıdaj́ı ideálńımu genotypovému štěpnému poměru 1:2:1.
Hladinu testu uvažuje 5 %.

Vektor (Y1, Y2, Y3) představuj́ıćı četnosti jednotlivých genotyp̊u ve skupině n jedinc̊u má multino-
mické rozděleńı s parametry n, π1, π2, π3. Formálně zapsáno: (Y1, Y2, Y3) ∼ M(n, (π1, π2, π3)). My
jsme celkem zkoumali n = 95 + 169 + 89 = 353 jedinc̊u a naměřili jsme četnosti n1 = 95, n2 =
169, n3 = 89.

Nyńı bychom rádi otestovali hypotézu, zda tyto četnosti odpov́ıdaj́ı teoretickému poměru 1 : 2 : 1, to
jest, jestli se jednotlivé genotypy realizuj́ı s pravděpodobnostmi 1
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1) K testu samozřejmě použijeme χ2 test dobré shody (viz text AKD, sekce 1.1):

(cetnosti <- c(95, 169, 89)) # pozorovane cetnosti

(prpsti <- c(1, 2, 1)/4) # hypoteticke pravdepodobnosti

chisq.test(cetnosti, p=prpsti) # test dobre shody

6 Z výstupu se dozv́ıdáme, že:

– hodnota testové statistiky je X2 = 0.84136 (viz AKD, vzorec (6))

– df = 2 (počet stupň̊u volnosti je k − 1 = 3− 1 = 2, přičemž k = počet kategoríı)

– p-hodnota = 0.6566

6 Jaký je závěr?
P-hodnota je větš́ı než zvolená hladina 0.05, nezamı́táme tedy nulovou hypotézu, že
četnosti jednotlivých genotyp̊u odpov́ıdaj́ı teoretickému poměru 1:2:1.

6 Jak byste o nulové hypotéze rozhodli v př́ıpadě, kdy byste měli k dispozici pouze hodnotu
testové statistiky a statistické tabulky?
Kritickou hodnotu tohoto testu najdeme v tabulkách (viz např. materiály k 8. cvičeńı),
kde je označena jako χ2

n(α) = χ2
2(0.05) = 5.99. Tato kritická hodnota je samozřejmě

rovna 95% kvantilu χ2-rozděleńı se 2 stupni volnosti, tj. qχ2
2(0.95), což si lze snadno

ověřit př́ıkazem

qchisq(0.95,2) # 95% kvantil chi-kvadrat rozdeleni
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Jelikož hodnota testové statistiky 0.84136 neńı větš́ı než kritická hodnota 5.99, tak ne-
zamı́táme nulovou hypotézu.

2) Nesmı́me zapomenout, že použitý χ2-test dobré shody funguje dobře pouze pro dostatečně
velké očekávané četnosti. Muśıme tedy zkontrolovat, že všechny očekávané četnosti jsou větš́ı
nebo rovny 5.

(ex <- chisq.test(cetnosti, p=prpsti)$expected) # očekávané četnosti

6 Jsou všechny očekávané četnosti dost velké? Ano, všechny očekávané četnosti jsou ≥ 5.

3) Očekávané četnosti lze źıskat také jednoduchým př́ıkazem:

(ex <- prpsti * sum(cetnosti))

Nicméně předchoźı konstrukce se nám bude hodit i u test̊u dobré shody v kontingenčńıch
tabulkách.

4) V rámci procvičeńı programováńı v R si můžeme zkusit testovou statistiku a p-hodnotu spo-
č́ıtat

”
ručně“:

(Xs <- (cetnosti - ex)^2 / ex) # komponenty testové statistiky

(X <- sum(Xs)) # testová statistika

1 - pchisq(X, df=2) # p-hodnota

� 5) Rozhodněte, zda lze považovat za reprezentativńı vzorek dospělých žen, v němž je
180 žen svobodných,
239 žen vdaných,
75 žen rozvedených,
4 ženy ovdovělé,

když v odpov́ıdaj́ıćı věkové populaci jsou skutečné pod́ıly žen rovny po řadě 34,27 %, 52,02 %,
12,50 % a 1,21 %.

2 Analýza obecné kontingenčńı tabulky

Uvažujme následuj́ıćı kontingenčńı tabulku, jež udává počty novomanželských pár̊u s jednotlivými
kombinacemi vzděláńı ženicha a nevěsty źıskáné v jistém obdob́ı na nejmenované radnici.

Nevěsta

Ženich základńı maturita VŠ

základńı 24 12 3
maturita 7 24 3

VŠ 3 9 15

Test nezávislosti (v zadané kontingenčńı tabulce)

1) Máme tedy dva znaky: X = vzděláńı nevěsty, Y = vzděláńı ženicha. Jako prvńı nás zaj́ımá,
zda jsou tyto veličiny závislé.

H0 : X a Y jsou nezávislé

H1 : X a Y jsou závislé

K tomuto účelu lze použ́ıt χ2-test nezávislosti, př́ıpadně Fisher̊uv test. Hladinu testu budeme
uvažovat 5 %.
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6 Nejprve si muśıme tabulku výše zadat do R:

TAB <- matrix(c(24,7,3, 12,24,9, 3,3,15), nrow=3) # vytvoreni matice cisel

rownames(TAB) <- c("zakladni", "maturita", "VS") # pojmenovani radku

colnames(TAB) <- c("zakladni", "maturita", "VS") # pojmenovani sloupcu

print(TAB)

6 Nyńı provedeme χ2-test nezávislosti (viz text AKD, sekce 2.1)

chisq.test(TAB) # chi^2 test

6 Testová statistika vyšla X2 = 43.219 a p-hodnota je 9.32 · 10−9. Jelikož je p-hodnota
mnohem menš́ı než hladina 0.05, zamı́táme H0. Na hladině 5 % jsme tedy prokázali, že
vzděláńı snoubenc̊u jsou závislá.

2) Jsou všechny očekávané četnosti dostatečně velké?

chisq.test(TAB)$expected # ocekavane cetnosti pri nezavislosti

Je to jen tak tak, ale všechny očekávané četnosti v tabulce jsou ≥ 5. Rozděleńı χ2
4 by tedy

mělo poměrně dobře aproximovat rozděleńı testové statistiky, a test by měl tud́ıž pro naše
data fungovat dobře.

3) Kdybychom pro rozhodováńı měli k dispozici pouze statistické tabulky, museli bychom si naj́ıt
př́ıslušnou kritickou hodnotu. Naše tabulka má rozměry I×J , kde I = J = 3. Vı́me, že testová
statistika má asymptoticky χ2 rozděleńı se stupni volnosti df = (I − 1)(J − 1) = 2 · 2 = 4.
Najdeme si tedy kritickou hodnotu χ2

4(α) = 9.49, která odpov́ıdá kvantilu

qchisq(0.95, df=4)

Jelikož testová statistika X2 = 43.219 překračuje tuto kritickou hodnotu, docháźıme ke stej-
nému závěru jako pomoćı p-hodnoty, a to zamı́tnout nezávislost veličin.

4) Všechny očekávané četnosti v tabulce jsou sice větš́ı než 5, ale někdy jenom těsně. Pokud
bychom se v tomto př́ıpadě nechtěli spoléhat na asymptotiku χ2-testu, můžeme použ́ıt Fishe-
r̊uv faktoriálový test (viz AKD, sekce 2.2), který je přesný a neńı založen na žádné asympto-
tice.

fisher.test(TAB) # Fisheruv test

6 Tento test nepoč́ıtá hodnotu žádné testové statistiky, ale z pravděpodobnosti realizace
naš́ı konkrétńı tabulky při platnosti nulové hypotézy poč́ıtá př́ımo p-hodnotu. Ta v tomto
př́ıpadě čińı 5.472 · 10−8. Je tedy menš́ı než zvolená hladina 0.05, a docháźıme tedy ke
stejnému závěru jako pomoćı χ2-testu. Na hladině 5 % zamı́táme hypotézu, že vzděláńı
snoubenc̊u jsou nezávislá.

Test symetrie

5) Lze se též ptát, zda je sdružené rozděleńı vzděláńı ženicha a nevěsty symetrické. Použijeme-li
opět naše značeńı X = vzděláńı nevěsty, Y = vzděláńı ženicha, pak symetrie rozděleńı (X,Y )
odpov́ıdá testu hypotézy

H0 : P (X = i & Y = j) = P (X = j & Y = i) pro všechny dvojice (i, j)

H1 : P (X = i & Y = j) ̸= P (X = j & Y = i) pro některou dvojici (i, j)

kde i, j = 1 (ZŠ), 2 (maturita), 3 (VŠ). K tomu se použije Bowker̊uv test symetrie (viz text
AKD, sekce 2.3), který je v R nazýván McNemar̊uv:

mcnemar.test(TAB)
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Hodnota testové statistiky (AKD, vzorec (9)) vyšla 4.3158, p-hodnota je 0.2293. Pro úplnost
dodejme, že náš počet kategoríı vzděláńı je I = 3, a tud́ıž počet stupň̊u volnosti př́ıslušného
χ2 rozděleńı je I(I − 1)/2 = 3 · 2/2 = 3, což je taktéž uvedeno ve výstupu pod označeńım df

(= degrees of freedom).

6 Jaký je závěr? Hladinu testu uvažujte 5 %.
P-hodnota je vyšš́ı než zvolená hladina 0.05, tud́ıž nezamı́táme, že rozděleńı vzděláńı
snoubenc̊u je symetrické.

6 To, že testová statistika McNemar’s chi-squared z výstupu souhlaśı s teoretickým vzor-
cem (9) z textu AKD si můžeme ověřit ručńım výpočtem:

(12-7)^2/(12+7) + (3-3)^2/(3+3) + (3-9)^2/(3+9)

6 Pokud bychom neměli k dispozici p-hodnotu, ale pouze hodnotu testové statistiky, museli
bychom spoč́ıtat kritickou hodnotu. V tabulkách snadno najdeme, že kritická hodnota
χ2
I(I−1)/2(α) = χ2

3(0.05) je 7.81, což si lze ověřit i výpočtem odpov́ıdaj́ıćıho kvantilu

qχ2
3(0.95)

qchisq(0.95, df=3*2/2)

Jelikož Q = 4.3158 < 7.81 = χ2
3(0.05), tedy hodnota testové statistiky nepřekročila

kritickou hodnotu, nezamı́táme naši nulovou hypotézu, že rozděleńı vektoru (X,Y ) je
symetrické. (Což je tedy stejný závěr jako pomoćı p-hodnoty).

Test nezávislosti (včetně př́ıpravy kontingenčńı tabulky)

Nyńı se vrát́ıme k dat̊um Kojeni. Načtěme si dř́ıve uložená data do RStudia.

load("Kojeni.RData")

Kojeni$fOtec <- factor(Kojeni$Otec, labels=c("ne", "ano"))

Kojeni$fDudlik <- factor(Kojeni$Dudlik, labels=c("ne", "ano"))

Kojeni$fPlan <- factor(Kojeni$Plan, labels=c("ne", "ano"))

save(Kojeni, file="Kojeni.RData")

attach(Kojeni)

� 6) Souviśı př́ıtomnost otce u porodu (proměnná Otec, resp. fOtec) se vzděláńım matky (Vzdelani)?
To jest, jsou tyto veličiny závislé? Pokuste se sami interpretovat výsledky následuj́ıćıch př́ı-
kaz̊u.

(TAB <- table(Vzdelani, fOtec)) # kontingencni tabulka

(PTAB <- prop.table(TAB, margin=1) * 100) # radkove proporce (v %)

chisq.test(TAB) # chi^2 test dobré shody

chisq.test(TAB)$expected # ocekavane cetnosti pri nezavislosti

fisher.test(TAB) # Fisheruv test

3 Test nezávislosti ve čtyřpolńı tabulce

Lǐśı se pod́ıl dět́ı, které dostaly dudĺık (proměnná Dudlik, resp. fDudlik) mezi dětmi
”
plánovanými“

a
”
neplánovanými“ (Plan, resp. fPlan)? Jinými slovy - jsou veličiny Dudlik a Plan závislé? Na hladině

α = 0.05 budeme testovat

H0 : veličiny Dudlik a Plan jsou nezávislé

proti H1 : veličiny Dudlik a Plan jsou závislé .

Veličiny Dudlik a Plan nabývaj́ı obě hodnot 0 (= ne) a 1 (= ano). Př́ıslušná kontigenčńı tabulka má
následuj́ıćı tvar:
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fDudlik
ne ano

fPlan
ne n11 n12 n1·
ano n21 n22 n2·

n·1 n·2 n

=

fDudlik
ne ano

fPlan
ne 9 32 41
ano 14 44 58

23 76 99

a v R si ji snadno vytvoř́ıme př́ıkazem

(TAB <- table(fPlan, fDudlik)) # konting. tabulka

Pro zaj́ımavost si můžeme spoč́ıtat i řádková procenta

(PTAB <- prop.table(TAB, margin=1) * 100) # radkove proporce (v %)

Jsou-li obě veličiny nezávislé, měly by být (v ideálńım př́ıpadě) oba řádky shodné.

1) Prvńı možnost́ı, jak přistoupit k testu nulové hypotézy o nezávislosti, je pomoćı χ2-testu (viz
text AKD, sekce 4.2).

chisq.test(TAB, correct=FALSE) # chi^2 test (bez Yatesovy korekce)

6 Testová statistika (AKD, vzorec (15)) má hodnotu X2 = 0.0644 a př́ıslušná p-hodnota
vyšla 0.7997. Jelikož 0.7997 > 0.05, tak nezamı́táme nulovou hypotézu, že veličiny jsou
nezávislé. Data tedy neprokázala, že by plánovanost d́ıtěte měla nějakou souvislost s
použ́ıváńım dudĺıku.

6 Očekávané četnosti jsou

chisq.test(TAB)$expected

a jelikož jsou všechny větš́ı než 5, měla by být aproximace rozděleńı statistiky X2 rozdě-
leńım χ2

1 dobrá. Tud́ıž použit́ı χ2-testu nezávislost bylo v pořádku.

6 Nicméně můžeme si vyzkoušet i použit́ı χ2-testu s Yatesovou korekćı, která je vhodná
zejména v př́ıpadě malých četnost́ı:

chisq.test(TAB) # chi^2 test s Yatesovou korekci

Hodnota testové statistiky i p-hodnota se samozřejmě trochu změnily, ale náš závěr by
byl stejný.

2) Daľśı možnost́ı je použ́ıt Fisher̊uv faktoriálový test (viz text AKD, sekce 4.3).

fisher.test(TAB)

6 P-hodnota vyšla 1, a tud́ıž ani Fisher̊uv test nezamı́tá nulovou hypotézu o nezávislosti.
(Ona to neńı úplně čistá 1, ale je to č́ıslo tak bĺızké 1, že R při zaokrouhlováńı výstupu
to již uvád́ı jako 1.)

6 Fisher̊uv faktoriálový test je spjat s pojmem pod́ılu šanćı (viz AKD, vzorec (16)), který
má pro naši tabulku tvar

β =
šance nemı́t dudĺık mezi neplánovanými dětmi

šance nemı́t dudĺık mezi plánovanými dětmi

=
šance být neplánovaný mezi dětmi bez dudĺıku

šance být neplánovaný mezi dětmi s dudĺıkem

(zálež́ı jestli se d́ıváme na řádky, nebo na sloupce tabulky, viz Poznámka 7 v textu AKD).
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6 Hypotézu nezávislosti lze v kontextu pod́ılu šanćı přeformulovat jako

H0 : β = 1

H1 : β ̸= 1.

čemuž odpov́ıdá i komentář ve výstupu funkce fisher.test:
”
alternative hypothesis:

true odds ratio is not equal to 1“.

6 Ve výstupu je dále uveden i odhad β, tzv. empirický pod́ıl šanćı: b = 0.885025. Neńı to
ale přesně ten, na který jsme zvykĺı (vzorec (17) v AKD), ten by vyšel

b =
n11n22

n12n21
=

9 ∗ 44
14 ∗ 32

= 0.8839286 (1)

R odhad poč́ıtá pomoćı metody maximálńı věrohodnosti (populárńı metoda pro odhad
parametr̊u), a dostává tedy malinko odlǐsný výsledek.

6 R dále uvád́ı i 95% interval spolehlivosti pro β, který čińı (0.298, 2.518). V tomto intervalu
tedy s pravděpodobnost́ı 0.95 lež́ı skutečný pod́ıl šanćı β. Hodnota 1 v tomto intervalu
lež́ı, což korespoduje s naš́ım závěrem nezamı́tnout nezávislost.

3) Třet́ı zp̊usob jak otestovat nezávislost je pomoćı porovnáńı dvou binomických rozděleńı (viz
AKD, sekce 4.4). Označme si jako π0 (populačńı) proporci dět́ı bez dudĺıku mezi neplánova-
nými a jako π1 (populačńı) proporci dět́ı bez dudĺıku mezi plánovanými. Děti tedy rozděĺıme
do dvou skupin (na plánované a neplánované) a za

”
úspěch“ považujeme, když neměli dudĺık.

Jsou-li veličiny Dudlik a Plan nezávislé, měly by být populačńı proporce (pravděpodobnosti

”
úspěchu“) stejné. Budeme tedy testovat H0 : π0 = π1 proti H1 : π0 ̸= π1.

(nemaDudlik <- TAB[, "ne"]) # pocty deti bez dudliku

(pocetDeti <- margin.table(TAB, 1)) # pocty deti neplanovanych a planovanych

prop.test(nemaDudlik, pocetDeti, correct=FALSE) # bez Yatesovy korekce

6 Př́ıkaz prop.test slouž́ı k otestováńı rovnosti pravděpodobnost́ı dvou (i v́ıce) binomic-
kých rozděleńı. Prvńım argumentem jsou počty

”
úspěch̊u“ (= dět́ı bez dudĺıku), druhým

argumentem jsou počty pokus̊u (= dět́ı).

6 Hodnota testové statistiky (viz AKD, vzorec (18)) vycháźı X2 = 0.0644.

6 P-hodnota je 0.7997, což je v́ıc než zvolená hladina α = 0.05. Nezamı́táme tedy nulovou
hypotézu o rovnosti proporćı dět́ı bez dudĺıku v obou skupinách (dětmi plánovanými a
neplánovanými). Nezamı́táme tedy nezávislost veličin Dudlik a Plan.

6 Lǐśı se P-hodnota od χ2-testu nezávislosti (se stejnou nepř́ıtomnost́ı korekce na spoji-
tost)?
Ne, p-hodnota je shodná, nebot’ oba testy v principu testuj́ı totéž.

6 Ve výstupu je dále k dispozici 95% interval spolehlivosti pro rozd́ıl π0 − π1.
Skutečný rozd́ıl populačńıch proporćı by měl tedy s pravděpodobnost́ı 0.95 ležet v inter-
valu (−0.1897, 0.1460). Jelikož 0 lež́ı v tomto intervalu, má šanćı být skutečnou hodnotou
rozd́ılu π0 − π1, což je v souladu s naš́ım předchoźım závěrem nezamı́tnout hypotézu o
rovnosti proporćı.

6 Posledńım údajem jsou odhady π0 a π1, které čińı:

π̂0 =
n11

n1.
=

9

41
= 0.2195122

π̂1 =
n21

n2.
=

14

58
= 0.2413793.
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6 Opět je k dispozici Yatesova korekce na spojitost:

prop.test(nemaDudlik, pocetDeti) # s Yatesovou korekci

P-hodnota je opět shodná jako u χ2-testu (s Yatesovou korekćı).

4) Samozřejmě by šlo si jako η0 označit (populačńı) proporci
”
neplánovaných“ dět́ı mezi těmi

bez dudĺıku a jako η1 (populačńı) proporci
”
neplánovaných“ dět́ı mezi těmi s dudĺıkem, tj.

děti bychom rozdělili do dvou skupin podle toho, jestli maj́ı dudĺık a za
”
úspěch“ bychom

považovali, že byly neplánované. Pak bychom testovali hypotézu H0 : η0 = η1 proti H1 :
η0 ̸= η1.

(nePlan <- TAB["ne",]) # pocty neplanovanych deti

(pocetDeti <- margin.table(TAB, 2)) # pocty deti bez a s dudlikem

prop.test(nePlan, pocetDeti, correct=FALSE) # bez Yatesovych korekci

prop.test(nePlan, pocetDeti) # s Yatesovymi korekcemi

6 Tento postup je zcela ekvivalentńı s př́ıstupem z bodu 3). P-hodnota vycháźı stejně a náš
závěr je také shodný.

4 Konec práce

Než zavřete všechna okna, nezapomeňte si uložit posledńı změny ve skriptovém souboru:

File y Save

nebo klávesovou skratkou Ctrl-s.
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