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Posledni tprava dokumentu: 24. dubna 2024.

Linearni regrese

Prostudujte si, prosim, teorii k linearni regresi. Muzete vyuzit bud’ slidy z prednasky, nebo texty
Linedrni regrese I (dale jako LR1) a Linearni regrese II (LR2), které je k dispozici na mych
strankach, ¢i ve slozce V:/turcicova.

1 Uvod

Datovy soubor zaci.RData obsahuje idaje o prospéchu v 7. a 8. tiidé u 119 déti (58 divek a 61
chlapcu), hodnoteé jejich 1Q a obvodu hlavy. Najdeme zde nésledujici proménné:

iq hodnota IQ (neni zndma u 8 déti);
zn7 prumérna znadmka na pololetnim vysvédéeni v 7. tfide;
zn8 prumérna znamka na pololetnim vysvédcéeni v 8. tiideé;
Gender pohlavi (M = chlapec, F = divka);

obvod_hlavy obvod hlavy v cm.

1) Nactéte data do RStudia:.
load("zaci.RData")

Ujistéte se, ze se vSechny proménné nacetly tak, jak maji a Ze proménna Gender se nacetla
jako faktora. Pokud ne, napravte to.

class(zaci$Gender)

zaci$Gender <- as.factor (zaci$Gender)
save(zaci, file = "zaci.RData")
attach(zaci)

<> Prohlédnéte si data, abyste si ovérili, zda se vSe v poradku nacetlo.
View(zaci)
2) Prohlédnéte si zdkladn{ popisné statistiky pro proménné z datového souboru.

summary (zaci)

2 Jednoducha regrese

Zavislost IQ na znamkach ze 7. tfidy

Jelikoz hodnota IQ se zjist'uje na zdkladé slozitych psychologickych testu, bylo by Sikovné umét ji
alespon orienta¢né odhadnout na zakladé skolnich znamek. Pro modelovani IQ si zvolime linearni
regresni model a jako vysvétlujici proménnou pouzijeme znamky z pololeti 7. t¥idy.



Ozna¢me jako Y; IQ ndhodné vybraného ditéte a jako x; jeho priumérnou zndmku na pololetnim
vysvédéeni v 7. t¥idé. Odhadnéme pomoci regresni piimky, tj. pomoci modelu

Ee,(Yi) = Bo + Bra;

zavislost 1QQ na znamkéch ze 7. t¥idy.

3) Odhadnéme parametry navrzeného modelu.

modl <- 1m(iq ~ zn7)
summary (mod1)

< Co znamenaji a jak se interpretuji jednotlivé ddaje ve vystupu?

Call:
Im(formula = IQ ~ ZN7)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max «— Popisné statistiky pro rezidua
-31.779 -7.533 -0.100 7.900 34.873

.. . odhad regresnich
Coefficients: yoeficientd chyby odhadu
Estimate|Std. Error|t value Pr(>1tl)

(Intercept) | 137.742 =b0 || 2.560 | 53.80 |<2e-16 *** . i dnota testu nulovost
IN7 -15.567 =b1 || 1.269 |-12.27 |<2e-16 *** prislusneho koeficientu

Signif. codes: @ ‘***’ @.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢’ 1
odmocnina z rezidualniho rozptylu
Residual standard error: 11.24 on 179 degrees of freedom
Multiple R-squared: [0.4569) Adjusted R-squared: 0.4538
F-statistic: 150.6 on 1/and 179 DF, p-value: < 2.2e-16

koeficient determinace
(text LM2, vzorec (12)

4) Spoctéme intervaly spolehlivosti pro regresn{ koeficienty.
confint (mod1l, level=0.95)
< Jakd je interpretace téchto intervalt spolehlivosti?

5) Nakresleme odhadnutou regresni pifmku do bodového grafu (barvami zde déle odlisime chlapce
a divky).

COL <- c(F="pink3", M="skyblue")

PCH <- c(F=6, M=17)

plot(iq ~ zn7, col=COL[Gender], pch=PCH[Gender])
abline(modl, col="darkgreen")

6) Grafické ovéieni predpokladii:

par (mfrow=c(2, 2))
plot(modl, ask=FALSE)
par (mfrow=c(1, 1))

7) Ovéieni homoskedasticity (konstantnost chybového rozptylu) testem:



library(lmtest) # knihovna obsahujici Breusch-Paganuv test
bptest (mod1)

8) Ovéfme normalitu chyb pomoci Shapiro-Wilkova testu aplikovaného na (standardizovand)
rezidua.

shapiro.test (rstandard(modl))

9) Pomocf linedrni regrese prozkoumejte zavislost IQ na zndmkéach z 8. ti{dy. Nezapomeiite ovérit
veskeré piredpoklady.

3 Mnohonasobna regrese

Znamky v 7. ¢i 8. t¥idé nemuseji byt jedinou veli¢inou, ktera ma na IQ vliv a z niz by bylo mozné
ho odhadnout. Zkusme nyni vytvorit model mnohondsobné regrese, do néhoz zaradime veskeré
dostupné veli¢iny a pomoci testu vyznamnosti zjistime, které z nich jsou pro predikci IQ opravdu
dillezité.

Musime ale dét pozor, protoze regresory (nezdvisle proménné) by mély byt pokud mozno vzajemné
nezavislé. V praxi by jejich korelace neméla byt vyssi nez 0.8. Spoc¢téme si hodnoty korela¢nich
koeficientii mezi jednotlivymi proménnymi.

cor(zaci[,c("zn7", "zn8","obvod_hlavy")], use="complete.obs")

Jak vidime z korelaéni matice vySe, znamky ze 7. a 8. tiidy jsou silné korelovany, a tudiz do modelu
zafadime pouze jednu z nich (napf. zn7). Jinak bychom v modelu méli problém s multikolinearitou
regresoru (do modelu bychom dévali dvakrat skoro tutéz informaci).

<+ Argumentem use="complete.obs" fikime R, aby k vypoctu korelace pouzil jen kompletni
dvojice (to se hodi v piipadé chybéjicich pozorovani), jinak bychom mohli misto hodnoty
korelace dostat NA (not available).

< Jak4 je interpretace spoc¢tenych korela¢nich koeficientu?
Koeficienty méfti silu linearni zévislosti ptislusné dvojice veli¢in.

Zavislost 1Q na znamkach ze 7. tfidy, pohlavi a obvodu hlavy

Oznacme si nyni jako Y; 1Q i-tého ditéte, jako x; jeho primérnou zndmku na pololetnim vysvédéeni
v 7. t¥idé, jako v; obvod jeho hlavy a jako z; jeho pohlavi, pficemz z; = 0 pro divky a z; = 1 pro
chlapce. (Toto kédovéani bude v souladu s tim, jak kategorie veli¢iny Gender vnimé R: F je v abecedé
pred M, proto kategorii F bude vnimat jako zdkladni, kategorie M bude nasledovat po ni.)

N&s model mé tedy tvar
E(Yi) = Bo+ Brai + Bazi + Bavi

neboli
Y, = Bo+ Prx; + B2z + Bavi + e,

kde i = 1,2,...,119. Piedpokldddme opét, ze e; ~ N(0,0?).

1) Odhadnéme parametry modelu.

mod3 <- Im(iq ~ zn7 + Gender + obvod_hlavy)
summary (mod3)



N&s odhadnuty regresni model ma tvar
Y, =159.1 —-179 2; +4.52;, —04v; +u;, ¢=1,2,...,119.
Odhadem spoleéného rozptylu o ndhodnych chyb je rezidualni rozptyl s> = 10.81% = 116.86.

2) Jaky podil variability IQ tento model vysvétluje?
Koeficient determinace je roven 0.495, tedy zavislosti na znamkach v 7. tfidé jsme vysveétlili
49.5 % variability 1Q.

3) Jaka je interpretace odhadnutych regresnich koeficienti?

bg = odhad absolutniho ¢lenu pro regresni piimku divek
(teoreticky by to byl odhad stfedni hodnoty IQ pro divku, které méla na vysvédéeni 0,
ale zde to nemd prakticky vyznam...)
by + bo =odhad absolutniho ¢lenu regresni piimky chlapcu
b1 =odhad zmény IQ pii jednotkové zméné ve znamkéch a shodném pohlavi i obvodu hlavy

b3 =odhad zmény 1Q pii zméné obvodu hlavy o 1 ¢cm a shodné zndmce i pohlavi

4) Jsou viechny regresory v modelu vyznamné?

Na 5% hladiné lze z modelu vylouc¢it obvod hlavy, nebot’ data neprokézala, ze by tento
regresor byl v modelu vyznamny (nezamitdme hypotézy Hy : B3 = 0). Dalsi proménné (byt’
se v soucasné chvili taky jevi nevyznamné) v modelu ponechdme, nebot’ jejich vyznamnost se
muze po vytrazeni veli¢iny obvod_hlavy zménit.

5) Ovéime piedpoklady pouzitého modelu.

plot (mod3)
bptest (mod3)
shapiro. test (rstandard (mod3))

<> tvar zdvislosti: na bodovém grafu rezidui a vyhlazenych hodnot Y; (1. ze 4 diagnostickych
grafu) vidime, ze rezidua rovnomérné poskakuji kolem 0, tedy tvar zévislosti se zda byt
v poradku

< homoskedasticita (konstantnost chybového rozptylu): na stejném grafu déle pozorujeme,
ze rezidua tvoii kolem 0 pas konstantni tloust’ky, coz nasvédcuje tomu, ze homoskedas-
ticita je splnéna. Nezamitd ji ani Breusch-Paganuv test (p-hodnota = 0.6647).

< normalita ndhodnych chyb ey, es, ..., e,: body na normélnim diagrmu rezidui (2. ze 4 di-
agnostickych grafu) sleduji primku, coz nasvédéuje tomu, Ze normalni rozdéleni muzeme
predpokldadat. Normalitu nezamité ani Shapiro-Wilkuv test (p-hodnota = 0.4986).

<> na zadném z grafi nepozorujeme odlehld nebo vlivna pozorovani (kterd by mohla mit
nepiiznivy vliv na odhad modelu)

6) Jelikoz obvod hlavy vyznamné nepfispivd k vysvétleni variability 1Q, vytvoiime podmodel
modelu mod3, ktery bude obsahovat pouze znamky ze 7. tiidy a pohlavi.
Podmodel - zavislost I1Q na zn7 a pohlavi

N&as podmodel je tedy regresni model tvaru:

E(Y;) = Bo + Brx; + B2 2

neboli
Y = Bo+ Prxi + B2z + e,



kde i = 1,2,...,119. Predpokldddme opét, ze e; ~ N(0,02) a x; znaci znamky v pololeti 7. tiidy
a z; pohlavi i-tého ditéte. Jelikoz z; = 0 nebo 1, jde vlastné o dvé rovnobézné piimky, kde [
predstavuje opravu absolutniho ¢lenu pro chlapce.

1) Odhadnéme parametry modelu.

mod2 <- 1m(iq ~ zn7 + Gender)
summary (mod2)

N&§ odhadnuty regresni model ma tvar
Y;=1381—-179 x; +4.52; +u;, t=1,2,...,119.
Odhadem spoleéného rozptylu o ndhodnych chyb je rezidualni rozptyl s? = 10.77? = 115.99.

<> Jsou oba regresory v modelu vyznamné?

Pohlavi je stale tésné vyznamné. P-hodnota testu Hy : S = 0 (proti alternative Hj :
B2 # 0) klesla jesté o trochu nize pod 0.05. Neni ale vyjimkou, ze pii odebrani jednoho
nevyznamného regresoru z modelu se stane néjaky dalsi regresor vyznamny, ackoli v
obecnéjsim modelu byl nevyznamny. Na 5% hladiné nelze z modelu vylouéit ani pohlavi,
ani znamku. Obé proménné prukazné ptispivaji k vysvétleni variability 1Q déti.
< Jak4 je interpretace odhadnutych regresnich koeficienti?
by = odhad absolutniho ¢lenu pro regresni piimku divek

bo + by =odhad absolutniho ¢lenu regresni piimky chlapcu

b1 =odhad zmény IQ pii jednotkové zméné ve znamkach a shodném pohlavi

< Jak vypada pfedpoveéd’ IQ pro chlapce a divky?

chlapci: Y; = by + by + bya; = 142.6 — 17.9 2
divky: Vi = by + bya; = 138.1 — 17.9 2

<+ J aky je rozdil ve znamce u chlapce a divky pfi stejném Q7

Hleddme, co musi platit mezi zndimkami chlapce a divky (tj. vztah mezi néjakym z¢" a

x%), pro néz plati
IQ(:/), _ IQ(I
bo + bll‘dz + by =bo + bll‘d
Upravou rovnice zjistime, ze

= =025

a tedy chlapec m4 pii stejné hodnoté 1Q jako divka o 0.25 horsi (= vyssi) zndmku.
< Cfm se list predpovéd’ IQ pro dva chlapce pii zn7 = 2 a zn7 = 17
Staci dosadit tyto znamky do odhadnutého modelu pro chlapce a porovnat vysledek.
Vidime, ze
bo+b1-24+by <by+0b1-1+ by

nebot’ by < 0. A tudiz IQ chlapce s horsi znamkou je podle naseho modelu o 17.9 nizst
(nebot’ leva a prava strana nerovnice se lisi pravé o by, které je —17.9).



<+ Je prukazné, ze znalost pohlavi pfispiva (pfi zndmé znamce) k predpovedi 1Q7

Ano. Na hladiné 5% jsme zamitli hypotézu Hy : 2 = 0 ve prospéch alternativy Hy :
B2 # 0. P-hodnota piislusného testu vysla 0.0424, coz je méné nez 0.05.

<+ Je prukazné, ze znalost zndmky prispiva (pii zndmém pohlavi) k predpovedi IQ?

Ano. Na hladiné 5% jsme zamitli hypotézu Hy : 1 = 0 ve prospéch alternativy Hy :
B1 # 0. P-hodnota pifsluiného testu vysla mensf nez 2 - 10716, coz je méné nez 0.05.

2) Nakresleme obé odhadnuté (rovnobézné) pifmky.

(beta <- coef (mod2)) # odhady regres. koef.
(koefF <- betal1:2]) # abs. clen a smernice pro F
(koefM <- c(beta[1]+betal[3], betal[2])) # abs. clen a smernice pro M

plot(iq ~ zn7, col=COL[Gender], pch=PCH[Gender])
abline (koefF, col="red")
abline (koefM, col="darkblue")

3) Ovérme piedpoklady pouzitého modelu.

plot (mod2)
bptest (mod2)
shapiro. test (rstandard (mod2))

<> tvar z4vislosti: na bodovém grafu rezidui a vyhlazenych hodnot Y; (1. ze 4 diagnostickych
grafu) vidime, ze rezidua rovnomérné poskakuji kolem 0, tedy tvar zavislosti se zda byt
v poradku

< homoskedasticita (konstantnost chybového rozptylu): na stejném grafu déle pozorujeme,
ze rezidua tvori kolem 0 pas konstantni tloust’ky, coz nasvédcuje tomu, ze homoskedas-
ticita je splnéna. Nezamitd ji ani Breusch-Pagantuv test (p-hodnota = 0.8084).

<> normalita ndhodnych chyb eq, es, ..., e,: body na normélnim diagrmu rezidui (2. ze 4 di-
agnostickych grafu) sleduji piimku, coz nasvédc¢uje tomu, ze normalni rozdéleni muzeme
predpoklddat. Normalitu nezamité ani Shapiro-Wilkuv test (p-hodnota = 0.5232).

<> na zddném z grafi nepozorujeme odlehld nebo vlivna pozorovani (kterda by mohla mit
nepiiznivy vliv na odhad modelu)

4 Mnohonasobna regrese - model s interakcemi

Nyni se nabizi otdzka: Je tento model opravdu nejlepsi mozny? Nemuzou zndmky interagovat s
pohlavim, tj. jsou piimky skute¢né rovnobézné? Pro ilustraci do hry opét vratime i obvod hlavy a
vyjdeme z naseho obecného modelu. Odhadnéme model, v kterém pfipustime ruznobézné primky.
To jest, odhadnéme regresni model:

E(Y;) = Bo + Brxi + B2 zi + B3 2 + Pavi,
ktery lze také ekvivalentné zapsat jako
Y = Bo+ Brai + Bz + P3xi zi + Bavi + ey,

kde i = 1,2,...,119. Opét piedpokladdame, ze e; ~ N(0,02). Do modelu jsme nyni ptidali tzv.
interakci, konkrétné se jednd o interakci regresortu zn7 a Gender. Interakci do modelu piriddvame,
pokud se jednodussi tvary modelu nezdaji byt uspokojivé a mame podezieni, ze by kombinace
regresorti mohla pfinést néco nového. Jelikoz z; = 0 nebo 1, tak efekt interakce se zde projevuje ve



formé korekce smeérnice pro chlapce. Obecné lze ale uvazovat interakce libovolnych dvou regresori,
ne nutné musi byt jeden z nich kategorialni, tj. teoreticky bychom mohli uvazovat interakci zndmek
s obvodem hlavy, ale v tomto piipadé by to nedavalo dobry smysl.

<> Jakd je role jednotlivych regresnich koeficientth v modelu?

Bo = absolutni ¢len pro divky

(1 = smérnice pro zn7 pro divky

(B9 = oprava absolutniho ¢lenu pro chlapce
(B3 = oprava smeérnice pro zn7 pro chlapce

(B4 = smérnice pro obvod_hlavy
N4&s model je tedy vlastné spojenim téchto dvou modelu:

ChlapCi: Y, = /80 + ﬁQ + (51 + B3)$l + 641}1' +e, 1=1,2,...,61
divky: Y; = Bo + B1x; + Bavj +ej, j=1,2,...,58
1) Odhadnéme parametry modelu:

mod3i <- 1m(iq ~ zn7 + Gender + zn7:Gender + obvod_hlavy)
summary (mod31i)

<+ J aky je odhad jednotlivych parametru v modelu?

bo = 160.1 + 54.7
by = —-21.7+3.9

by =—31+74
by =4.8+4.4
by=—-0.3+1.0
s? =11.26°

Vsimnéte si, ze koeficienty fs, 83 a (4 byly odhadnuty s chybou, ktera je stejné velka
(nebo i vétsi) nez samotny odhad. To koresponduje s faktem, ze piislusné regresory
nevysly v modelu vyznamné.

< Jakd je interpretace odhadnutych regresnich koeficienta?

by =odhad absolutniho ¢lenu pro divky
by + b3 =odhad absolutniho ¢lenu pro chlapce
b1 =odhad navyseni 1Q divky, kterd ma o 1 lepsi znamku nez jind divka,
ale stejny obvod hlavy
b1 + by =odhad navyseni 1Q chlapce, ktery ma o 1 lepsi znamku nez jiny chlapec,
ale stejny obvod hlavy
by =odhad navyseni IQ ditéte, které ma o 1 cm vétsi obvod hlavy nez jiné dité,

pfi stejnych znamkach i pohlavi

2) Ovétte predpoklady pouzitého modelu.

plot (mod3i)
bptest (mod3i)
shapiro.test (rstandard (mod3i))



Z provedenych testu a diagnostickych grafu nic nenasvédcuje tomu, ze by piedpoklady ne-
byly splnény. Ziskané vysledky lze tedy povazovat za platné, a to véetné testu vyznamnosti
jednotlivych regresnich koeficientu (to bude dulezité pro nasledujici odstavec).

Jsou vsechny regresory v modelu vyznamné? Jsou pifimky vyznamné riznobézné? Jaky je nas
vysledny model?

V modelu je fada nevyznamnych regresorti. P-hodnotu vétsi nez 0.05 u testu nulovosti maji
koeficienty (o, 83 i B4. Opét ale pozor, neodebirejte z modelu soucasné vSechny regresory, které
vam vysly nevyznamné! Odeberte pouze nejslozitéjsi ¢ast modelu (v tomto piipadé interakei) a
znovu odhadnéte viechny parametry (dojde tak i k pfepoé¢itani piislusnych p-hodnot). Piimky
se tedy nezdaji byt vyznamné ruznobézné, protoze p-hodnota u testu hypotézy Hy : B3 = 0
(proti alternativé Hj : B3 # 0) je vétsi nez 0.05. Nezamitdame tedy, Ze interakce zn7 a Gender
v modelu neni vyznamna.

7Z modelu tedy odebereme tu nejslozitéjsi ¢ast - interakci. Tim se dostdvame zpét k modelu
mod3 a jelikoz (jak jsme zjistili diive v Sekci 3) obvod_hlavy v ném neni vyznamny, opét ho
z modelu odebereme. Tim se dostanete zpét k mod2 (dvé rovnobézné piimky), kde, jak vime,
jiz v8echny piitomné regresory jsou vyznamné. Model mod2 bude tedy nas vysledny model.



