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Korelace
Korelace měř́ı śılu (těsnost) vzájemné závislosti dvou náhodných veličin (znak̊u) X a Y . Znakem X
může být třeba délka a znakem Y hmotnost d́ıtěte. Skutečnou (teoretickou) korelaci těchto dvou znak̊u
v populaci (např. v populaci dět́ı) udává populačńı korelačńı koeficient, který se znač́ı ρX,Y a je dán
vzorcem

ρX,Y = cov(X,Y )√
varX ⋅ varY

, (1)

kde cov(X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) je kovariance veličin X a Y . S tou už jsme se také kdysi setkali.
Kovariance (stejně jako korelace) vyjadřuje vzájemnou závislost veličin, ale jej́ı nevýhoda je, že záviśı na
měř́ıtku1. Dı́ky vyděleńı odmocninou z rozptyl̊u se ale tato závislost odstrańı a korelace je již na měř́ıtku
veličin X a Y nezávislá. Korelace má řadu zaj́ımavých vlastnost́ı:

� −1 ≤ ρX,Y ≤ 1 (tj. nabývá hodnot od -1 do 1)

� měř́ı śılu lineárńı závislosti (tj. ρX,Y nabývá hodnoty 1 nebo −1 pokud X je lineárńı funkćı Y , to
jest X = a + bX pro nějaké a, b)

� Jsou-li X,Y nezávislé, pak ρX,Y = 0. (Pozor! Opačná implikace plat́ı jen pro normálńı rozděleńı!
Viz daľśı bod.)

� Pocháźı-li vektor (X,Y ) z dvojrozměrného normálńıho rozděleńı a ρX,Y = 0, pak jsou X a Y
nezávislé.

� Je-li ρX,Y ≠ 0, pak jsou X a Y určitě závislé. (To plat́ı bez ohledu na rozděleńı).

Pearson̊uv korelačńı koeficient

Odhadem populačńıho korelačńıho koeficientu je Pearson̊uv korelačńı koeficient, se kterým jsme se setkali
už dř́ıve. Máme-li k dispozici realize veličin X a Y naměřených na n objektech, tj. naše data jsou tvaru
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pak Pearson̊uv korelačńı koeficient vypočteme jako

rX,Y = ∑ni=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√
∑ni=1(Xi − X̄)2 ⋅∑ni=1(Yi − Ȳ )2

. (2)

Chceme-li otestovat hypotézu, že znaky X a Y jsou v populaci nezávislé (tj. jejich populačńı korelace
ρX,Y = 0), můžeme k tomu využ́ıt následuj́ıćı postup:

Máme-li výběr (X1

Y1
) ,(X2

Y2
) , . . . ,(Xn

Yn
) , který pocháźı z dvojrozměrného normálńıho rozděleńı, pak lze

testovat hypotézy

H0 ∶ ρX,Y = 0 (tj. X,Y jsou nezávislé)
H1 ∶ ρX,Y ≠ 0 (tj. X,Y nejsou nezávislé)

pomoćı statistiky T = rX,Y
√

1−r2
X,Y

√
n − 2, která má v př́ıpadě, že by H0 platila, rozděleńı tn−2. Nulovou

hypotézu zamı́tám, pokud rX,Y je dost daleko od nuly, tj. pokud ∣T ∣ ≥ qtn−2(1 − α
2
).

Kde samozřejmě qtn−2(1 − α
2
) znač́ı (1 − α

2
) ⋅ 100% kvantil t-rozděleńı s n − 2 stupni volnosti.

1Poč́ıtáte-li kovarianci váhy d́ıtěte a jeho délky v centimetrech, dostanete jiné č́ıslo, než když je délka udaná v metrech.
Tento

”
problém“ u korelace neńı.
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Poznámka 1 Pro použit́ı tohoto testu je samozřejmě nutné ověřit předpoklad, že data pocházej́ı z dvoj-
rozměrného normálńıho rozděleńı. Sice existuje mnohorozměrná verze Shapiro-Wilkova testu, my se ale
spokoj́ıme s okometrickou metodou založenou na bodovém diagramu (scatter plotu).

Hustota jednorozměrného normálńıho (Gaussova) rozděleńı je křivka zvonovitého tvaru. Hustota dvoj-
rozměrného normálńıho rozděleńı má podobný tvar, akorát ve dvou rozměrech. Připomı́ná trochu horu Řı́p,
nebo homoli cukru. Prohlédnout si ji m̊užete na Obrázku 1(a). Když se pod́ıváte shora na libovolný ho-
rizontálńı řez touto hustotou, uvid́ıte elipsu nebo kružnici. Proto by i data pocházej́ıćı z dvojrozměrného
normálńıho rozděleńı měla po vykresleńı do bodového diagramu tvořit elipsu/kružnici (viz Obrázek 1(b)),
kdy směrem od středu bod̊u postupně ubývá.

Normalitu budeme tedy ověřovat tak, že data vykresĺıme do bodového diagramu a pod́ıváme se, zda
body přiblǐzně tvoř́ı elipsu.

(a) Hustota
(b) Bodový diagram hodnot pocházej́ıćıch z dvoj-
rozměrného normálńıho rozděleńı

Obrázek 1: Dvojrozměrné normálńı rozděleńı (obrázky jsou převzaté z wikipedie)

Spearman̊uv korelačńı koeficient

Tento korelačńı koeficient meř́ı śılu monotónńı závislosti2, ne pouze lineárńı. Hod́ı se např́ıklad pokud:

� chceme testovat nezávislost pomoćı výběrového korelačńıho koeficientu, ale je porušen předpoklad
normality

� nebo když hodnoty znak̊u X a Y na n jedinćıch nelze př́ımo změřit, ale je k dispozici pouze jejich
pořad́ı (např. máme dva someliéry, kteř́ı hodnot́ı n lahv́ı v́ına - na základě ochutnávky jsou schopńı
v́ın̊um přǐradit pouze jejich pořad́ı).

Mějme opět náš náhodný výběr
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a pro i od 1 do n si označme jako Ri pořad́ı Xi v rámci X1, . . . ,Xn a Qi jako pořad́ı Yi v rámci Y1, . . . , Yn.
Pak Spearman̊uv korelačńı koeficient lze spoč́ıtat jako

rsX,Y = ∑ni=1(Ri − R̄)(Qi − Q̄)√
∑ni=1(Ri − R̄)2 ⋅∑ni=1(Qi − Q̄)2

= 1 − 6

n(n2 − 1)
n

∑
i=1

(Ri −Qi)2. (3)

Je to vlastně Pearson̊uv korelačńı koeficient spoč́ıtaný z hodnot pořad́ı
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2to jest nabývá hodnoty 1 nebo -1 když X je čistě rostoućı, nebo čistě klesaj́ıćı funkćı Y
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Na Spearmanově korelačńım koeficientu lze založit test nezávislosti, který již nepotřebuje předpoklad
normálńıho rozděleńı.

Testujeme-li hypotézy

H0 ∶X,Y jsou nezávislé

H1 ∶X,Y nejsou nezávislé

pak nulovou hypotézu zamı́tneme, pokud ∣
√
n − 1 ⋅ rsX,Y ∣ ≥ qnorm(1 − α

2
).

Kde qnorm(1 − α
2
) znač́ı kvantil rozděleńı N(0,1).

Poznámka 2 Korelace neznamená kauzalitu (př́ıčinnost). To, že maj́ı dvě veličiny mezi sebou vysokou
korelaci, neznamená, že jedna z nich je př́ıčinou druhé! Vtipnou ilustraci tohoto faktu naleznete na:
https: // www. tylervigen. com/ spurious-correlations , kde jsou vykresleny reálné hodnoty veličin,
které spolu zjevně nejsou v př́ıčinném vztahu, ačkoli maj́ı vysokou hodnotu Pearsonova korelačńıho koefi-
cientu.
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