Marie Turc¢icova
Linearni regrese I

Obecné regresni model slouzi k vysvétlen{ kolisdni{ (variability) zdvisle proménné Y pomoci chovéan{
nezdvisle proménné x (popi. vice proménnych). Pokud se ndm podaii takovy vhodny model najit, muzeme

déle:
e testovat zavislost Y na x
e piedpovidat stfedni hodnotu Y pfi zvoleném x

Asi nejjednodussi je uvazovat linedrni regresni zdvislost, kdy Y je linearni funkci x. Piedpoklddame
tedy, ze stfedni hodnota Y zavisi na x skrze model:

EY =By + bz (1)

Nez budeme pokracovat dale, ujasnéme si terminologii, kterd se pro jednotlivé slozky takového modelu
pouzivé (v zévorce je vzdy kurzivou uveden odpovidajici anglicky termin).

- Y je ndhodnd veli¢ina a pouzivaji se pro ni oznaceni: zdvisle proménné (dependent variable), odezva
(response), vysvétlovand proménnd (ezxplained variable)

- 1z se povazuje za presné zndmé ¢islo (neni to ndhodnd veliina) a nazyva se: nezavisle proménnd
(independent variable), regresor (regressor), vysvétlujici proménnd (ezplanatory variable)

- [y se nazyva absolutn{ ¢len (intercept) nebo také posunuti

- [ se nazyva smérnice nebo téz sklon (slope)

1. Vyznam regresnich koeficientt

Koeficienty By a 1 se souhrnné nazyvaji regresni koeficienty (regression coefficients) a udavaji abso-
lutni ¢len a smérnici pifslusné regresni pifmky (viz obrdzek). Odtud je tedy evidentni i jejich vyznam.
Parametr Sy ndam tikd, jaka je stfedni hodnota Y pro x = 0. Parametr §; uddva zménu stfedni hodnoty
Y pfi jednotkové zméné x, tj. s kazdou dalsi jednotkou x vzrose EY o f3;.
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2. Model pro konkrétni data

Predpoklddejme nyni, ze mdme k dispozici n realizaci (Y, z), tj. mdme data

Y17}/2;--~3Yn

L1,X2y...,Tn

nezavisla pozorovani

znama cisla

Model 1ze ekvivalentné prepsat do tvaru
Yi=0o+Bizi+e, i=1,2,....n 2)

kde e; je ndhodnd odchylka Y; od stfedni hodnoty EY . Predpokladdme, ze odchylky/chyby e, eo,..., e,
majf stejny rozptyl o2, ktery neni zndm. Abychom mohli pozdéji testovat hypotézy o By a 1, budeme
jesté potiebovat predpoklad, ze e; ~ N(0,0%) pro véechna i = 1,...,n. Linedrni regresni model mé
tedy celkem 3 parametry: B, 1 a 02, které budeme muset odhadnout.

P1i vysvétlovani variability Y; tvori 8o+ 51x; systematickou slozku, kterd je vysvétlena predpokladanou
linearni zavislosti, kdezto e; je ndhodna nevysvétlend slozka.

3. Odhadovani parametra modelu

3.1 Odhad regresnich koeficientu

Otédzkou ted je - mam-li k dispozici konkrétni data, jak tam tu regresni pifmku prolozit? Dél4 se
to metodou nejmensich ¢tvercu (least squares method), tj. pifmka se prolozi tak, aby soucet
vzdédlenosti (umocnénych na druhou) byl co nejmensi. Matematicky to lze zapsat tak, ze Sy, 51 odhadu-
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jeme z podminky, ze
S (Yi - Bo - Prz;)? (3)
i=1

ma byt minimalni. Vysledné odhady parametru Sy, 51 si oznac¢ime by a by. Lze spoél’tatﬂ ze

by = Y - bz (4)
Y, -nYz
o sl i TR A (5)
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IMozn4 si pamatujete ze stiedni koly, Ze minimum funkce se hledalo tak, ze se pifslusnd funkce zderivovala a hledal se
bod, kde je tato derivace rovnd nule. Stejné to funguje i zde. Kdybyste vyraz (3] zderivvoali podle By a vysledek polozili
rovny nule, dostali byste presné nase bg. Stejné tak pro 51 a by



kdeY = % Yr.Yiaz= % >, x;. Pornamenejme, ze odhady by, by se nazyvaji odhady metodou nejmensich
¢tvercu, v anglické literatute jako least-squares estimators (LSE). Odhadnuté regresni pfimka mé rovnici
y = bg + byx a odhadem regresniho modelu je:

K:b0+b1$i+ui7 i:l,...,n. (6)
Body na regresni ptimce Y; = by +bix; se nazyvaji odhadnuté, vyrovnané, nebo téz vyhlazené hodnoty.
Odhadem odchylek e; z jsou hodnoty u; =Y; - Y;, které se nazavaji rezidua.
Hodnota dosazeného minima vyrazu se nazyvé rezidudlni soucet ¢tvercu (jde opravdu a soucet
¢tvercu/kvadratu rezidui)

n

S, - i(m—bo—blxi)z S -V = YU (7)

i=1 =1
a predstavuje nevysvétlenou variabilitu Y.
Poznamka 1 Uvédomte si, prosim, zZe skutecnd regresni primka By + B1x a odhadnutd regresni primka

bo + b1 jsou obecné dvé rizné primky, které se mohou (nékdy i vijrazné) ligit (viz obrdzek nize). Skutecnd
regresni primka ndm zustdvd nezndmd.
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3.2 Odhad o2

Odhadem parametru o je tzv. rezidualni rozptyl

S
2 e
S _n—2. (8)

4. Prokazovani zavislosti

A7 v této sekei vyuzijeme piedpoklad, Ze ndhodné chyby ej, e, ..., e, maji normalni rozdéleni N (0,0?).

Pomoci sestaveného modelu lze kromé jiného testovat zavislost odezvy Y na regresoru z. V naSem
modelu , nezavislost Y na z odpovida tomu, ze 5, = 0. Je-li totiz 8y = 0, pak vliv x vymizi. Test
nezavislosti Y na z je tedy vlastné testem hypotézy

Hoy:p1=0
H13ﬂ1¢0.



Zvolenou hladinu testu si tradi¢né oznac¢ime «. Nikoho asi nepiekvapi, ze prislusny test je zalozeny na
odhadu (i, tj. na by. Je-li by velké, muzeme H; zamitnout. Konkrétné se test provadi pomoci statistiky

_ bl :ﬁ S J)‘—fZ
T= se.(by) s \‘ z;( ! ), )

kde ,s.e.“ znac¢i smérodanout chybu (standard error) a s zna¢i odmocninu z rezidudlniho rozptylu , tj.

s = nSjQ. Statistika T' mé v pfipadé, ze Hy plati, t-rozdélen{ s n— 2 stupni volnosti, tj. T ~ t,,—2 (a prave
k dukazu tohoto tvrzeni je potfeba normalita ndhodnych chyb ej,es,. .., e,).

Hypotézu Hy zamitneme, pokud |T'| > gt,,—2 (1 - %)

Pokud Hy zamitneme, muzeme Fict, ze ,na hladiné « je zavislost Y na regresoru x prukazna“.

5. Hodnoceni kvality modelu

Sestavime-li néjaky regresni model, je vzdy potieba néjak ohodnotit jeho kvalitu, tj. do jaké miry se
nam pomoci néj podafilo kolisani Y vysvétlit. Nez dojdeme ke vhodné charakteristice, kterou lze kvalitu
modelu hodnotit, musime provést nasledujici tvahy.

Kdybychom ignorovali moznou zavislost ¥ na z (tj. zvolili bychom S; = 0), nejlepsim odhadem Sy by
byla primérna hodnota zévisle proménné, tj. Y. Rezidudlni soucet ¢tverci takového modelu by byl

Sr=3 (V- V) (10)

a nazyva se celkovy soucet ¢tvercu. Pokud pripustime zavislost na z, tj. uvazujeme nas model ,
tak méme nas rezidudlni soucet ¢tvercu @ Lze pritom ukézat, ze

St —Se=Y(Yi-Y)?=Sg (11)
=1

coz se nazyvé regresni souet ¢tvercu a oznadili jsme si ho jako Sg. (Pripomenme, ze Yl =bg +brx;
jsou vyhlazené hodnoty.)

Co se tyce interpretace, tak celkovy soucet Ctvercu vyjadiuje celkovou variabilitu hodnot zavisle
proménné Y. Regresni soucet ¢tvercu zase vyjadiuje variabilitu vyhlazenych hodnot YZ—, tedy tu céast va-
riability zavisle proménné, kterou se nam podafilo vysveétlit linearni zavislosti. Na téchto kvantitach je
vhodné zalozit hodnoceni kvality modelu, protoze dobry model by mél vysvétlovat vysokou cast celkové
variability, tj. Sgr/St by mélo byt blizko 1. Pfesné na tomto pozorovéni je zalozen koeficient determi-
nace, ktery se obvykle zna¢i R? a vypocte se jako

_ R

variabilita vysvétlend variabilita nevysvétlend Se
ST variabilita celkova variabilita celkova ST

R2

(12)

Vzoretek R? = l—g—; nejcastéji najdete v uc¢ebnicich. Déle existuje jesté korigovany koeficient determinace,

ktery bere v iivahu i pocet pozorovani
_ n-158
R*=1-——=2¢%. (13)
n-2 ST
Oba tyto koeficienty jsou bezrozmérnd ¢isla (tj. nemaji zddné jednotky) a ¢im jsou blize k jedné, tim je
regresni zavislost tésnéjsi. Udavaji, jakou ¢ast variability zavisle proménné Y jsme uvazovanou zavislosti
vysvétlili. Ekvivalentné muzeme fici:

= Zavislost{ na x jsme vysvétlili R?-100% variability Y.

= Kolisani Y lze z R%-100% vysvétlit zavislosti na x.

Poznamka 2 (pro zdjemce) U linedrni regrese je koeficient determinace R? roven druhé mocniné Pear-
sonova korelacniho koeficientu ri o
:



6. Souvislost s analyzou rozptylu

Rozklad variability Y tvaru
ST = SR + Se (14)

by vdm ale mél néco pfipominat! Na tom byla pfece zalozena analyza rozptylu!

V modelu analyzy rozptylu byla = kategoridln{ ndhodné veli¢ina a pro kazdou jeji hodnotu (kategorii)
jsme uvazovali néjakou, obecné ruznou, stiedni hodnotu Y. V regresi je veli¢ina z kvantitativni a zminéné
stfedni hodnoty nejsou libovolné, ale jsou vazany tim linedrnim modelem. Regrese tedy velmi pfipomind
ANOVu, kde bychom si predstavili ,spojité kategorie“ dané pomoci x;. Na zdkladé této predstavy je
evidentni, ze

e regresni soucet ctverci Sg = Y7, (Y; — Y)? nahrazuje meziskupinovou variabilitu z ANOVy
e rezidudlni soucet ¢tvercu S, = Y14 (Y: - YZ)Q nahrazuje vnitroskupinovou variabilitu z ANOVy

Jelikoz ANOVA i linedrni regrese jsou oboji testem nezavislosti Y na x (pouze jednou je = kategoridlni
a podruhé spojita veli¢ina), nikoho uz asi nepfekvapi, Zze p-hodnota testu hypotézy Hy : 51 = 0 (proti
Hi : 81 #0) vyjde stejné jako p-hodnota v tabulce pifslusné analyzy rozptylu. (To uvidime pozdéji na
konkrétnim pifkladu v R).

7. Ovérovani predpokladi

Prolozit si daty pfimku metodou nejmensich ¢tvercu neni nic proti nicemu a nikdo vam v tom nemuze
zabrénit :0). Jakmile ale méte od svého regresniho modelu néjaka vyssi ocekdvani, napf. chcete testovat
zavislost Y na danych regresorech, musite mit splnény veskeré predpoklady této metody. Pojdme si je
nyni na zavér shrnout. Stejné jako u analyzy rozptylu, nékteré z nich bude mozné ovéfit az po odhadnuti
modelu.

1. Nezavislost veli¢in Y7,Y5,...,Y,,.
To je predpoklad ktery musi byt zajistén vhodnou organizaci pokusu a dodatetné uz se s nim neda
nic délat. Problém s nezdvislosti muze nastat naptiklad tam, kde ptisobf ¢as (tj. hodnoty Y7,...,Y,

tvoif casovou fadu a podobné).

2. Zvoleny tvar modelu je spravny.
Tento predpoklad se ovéfuje na zdkladé ruznych diagnostickych grafa (uvidime v R), kdy zkoumdme,
jestli je tvar uvazované zavislosti vhodny. Nemélo by se naptiklad stéat, ze body tvoii kolem regresni
piimky podkovu a podobné.
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(a) Ano (b) Ne
Obrézek 1: Vhodny tvar modelu.
3. Néhodné chyby ey, ...,e, maji normalni rozdéleni N(0,0?).
Odhadem néhodnych chyb ey, ..., e, jsou rezidua uq,...,u,, proto se tento predpoklad testuje po-

moci téchto rezidui, nebo jejich modifikace (standardizovand rezidua), na kterd se aplikuje Shapiro-
Wilkuv test.



4. Néhodné chyby ey, ..., e, majf shodny rozptyl o2 - tomu se ¥{ka homoskedasticitaﬂ
Toto se opét ovéruje z diagnostickych grafu. Data by kolem regresni pfimky méla tvorit homogenni
pés, nikoli napiiklad trychtyi... (viz Obrézek . Rigorozné lze homoskedasticitu ovérit pomoci
Breuschova-Paganova testu.

(a) Ano (b) Ne

Obréazek 2: Homoskedasticita.

Pozndmka 3 Radu problému s nesplnénim predpokladii lze odstranit vhodnou transformaci zdvisle
nezdvisle proménné (hodi se napft. logaritmus, druhd mocnina apod.).

2Naopak nekonstantnost rozptylu se nazyvé heteroskedasticita.



