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1 Uvod k rozdélenim a diskrétni rozdéleni

Formalni definice pojmu nahodna veli¢ina je pomérné slozitd, nicméné intuitivné si pod
timto pojmem lze predstavit néjaky znak, ktery méiime, popi. pokus, ktery provadime.
Privlastek nahodna odpovida tomu, ze predem nevime, jak tento pokus dopadne. Nahodnou
veli¢inu typicky oznac¢ujeme velkymi pismeny z konce abacedy (tedy X, Y, Z) a jeji konkrétni
realizace malymi pismeny (tedy z,y, z). Piiklady ndhodnych veli¢in mohou byt:

e X = vyska ndhodné vybraného clovéka (pak z jsou kladnd redlnd ¢isla)
e X = vysledek hodu kostkou (z nabyva hodnot od 1 do 6)

e X = zda ndhodné vybrany ¢lovék koufi (x nabyva hodnot ano nebo ne).

Provedeme-li pro nahodnou veli¢inu n méfeni, dostaneme hodnoty x1, ..., z,, které nazyvame
nahodny vybér. Chovani ndhodné veli¢iny muzeme popsat jednim ze dvou ndsledujicich
zpusobu

e bud vyjmenujeme vSechny hodnoty, kterych dana veli¢ina muze nabyvat (tj. viechna
mozné x) a uddme pravdépodobnosti, s jakymi se tyto hodnoty realizuji, tj. uddame
P(X = z) pro viechna z (u spojitych rozdéleni uddme hustotu pravdépodobnosti f(x))

e nebo udame hodnoty tzv. distribuéni funkce F(z) := P(X < x) (tj. pro jednotlivd x
urcime, s jakou pravdépodobnosti bude hodnota nahodné veli¢iny nejvyse rovna danému
x). Distribuéni funkce se ¢asto oznacuje téz F'x (x), aby se zduraznilo, ze jde o distribu¢ni
funkci ndhodné veli¢iny X v bodé =x.

Obé tyto moznosti néjakym zpusobem popisuji rozdéleni pravdépodobnosti nihodné
veliciny X, tj. udavaji, jak je celkovd pravdépodobnost (kterd je rovna jedné) rozdélena
pres jednotlivé hodnoty .

Priklad - hod kostkou

Pro priklad si nyni zvolme ndhodnou veli¢inu X, kterd bude vyjadiovat vysledek hodu kost-
kou. V tomto piipadé bude = € {1,2,3,4,5,6} (tj. vysledek naseho pokusu bude prvek z
mnoziny 1 az 6). Pravdépodobnost je pak pfes jednotlivd x rozdélena nasledovné:

HX=D=é HX:%:%
P(X =3)=¢ P(X =4)=¢
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stru¢né feceno P(X = z) = % pro vsechna z € {1,2,3,4,5,6}. Rozdéleni si lze graficky
znazornit nasledovné

0.22
|

P(X=x)
.
.
.
.
.

Distribu¢ni funkci Ize definovat na celé realné ose, akorat v mnoha usecich bude konstantni.
Pojd'me se nyn{ na jednotlivé tiseky podivat:

e je ziejmé, ze pro viechna z < 1 bude F(zr) = P(X < z) = 0, nebot na kostce nelze
hodit ¢islo ostie mensi nez 1.

e v jednitce nastane skok, nebof F(z) = P(X < z) = ¢ pro viechna z takovd, ze
1 <z < 2 (nebot samozfejmé P(X < 1,5) = 2).

ve dvojce nastane dal3f skok, tudiz: F(z) = P(X < z) = 2 pro viechna z takova, ze
2<zr<3
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analogicky pro 3 < z < 4 dostavame F(x) = P(X <z) =2

o

e a tak dale pro ostatni body
e az nakonec pro x > 6 dostavame F(z) = P(X <z) =1

Graficky lze tuto distribuéni funkci znézornit nésledovné:
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Poznamka 1 Z grafu distribucni funkce lze ucinit jedno duleZité pozorovdni - distribucni
funkce je neklesajici! (Tj. roste, nebo je konstantni). To plati obecné pro distribucni funkci
libovolné veliciny. Ddle je zajimavé si povsimnout, Ze smérem do minus nekoneéna md F(x)
hodnotu 0 (nebo se k ni aspori blizi), smérem do plus nekoneéna md hodnotu 1 (nebo se k ni
aspon blizi). I to je obecnd vlastnost distribucénich funkci.

Stredni hodnota

Z rozdéleni ndhodné veli¢iny lze urcit nékteré dulezité charakteristiky. Prvni z nich je stFfedni
hodnota, kterd je mirou polohy daného rozdéleni. Zjednodusené feceno je to ¢islo, kolem
kterého se hodnoty X nejcastéji pohybuji, jakasi nejocekavanéjsi hodnota X.

Predstavuje-li X néjaky znak (napf. hmotnost), ktery zkoumame v populaci jedinct, pak
se stiedni hodnota tohoto znaku v populaci ¢asto nazyva populaé¢ni pramér.

Stredni hodnotu teoreticky vypocteme dle vzorce

EX =) aP(X =u), (1)

tedy jako soucet jednotlivych moznych hodnot x pievdzenych piislusnou pravdépodobnosti.

Poznamka 2 Vsimnéte si korespondence vzorecku (1) se vzoreckem pro wvypocet aritme-
tického priuméru. Mame-li namérené hodnoty (ndhodny vgbér)v = 1,3,2,5,5,3,5, pak prislusny
aritmeticky prumeér (vétsinou nazgvany vybérovy prumér) je
_ 1 1 1
v:?(1+3+2+5+5+3+5) :1~?+2~§+3-
Relativni cetnosti %, %, %,% jsou odhadem pravdépodobnosti P(V = 1),P(V = 2),P(V =
3), P(V =5) a vybérovy prumeér v je odhadem stredni hodnoty EV .
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Stfedni hodnota nasi veliciny piedstavujici vysledek hodu kostkou je

1 1 1 1 1 1
EX=1--+42--+3-244--45-—+6--=3,5.
sH2 B et oD 6o =35



Poznamka 3 Stredni hodnota mizZe byt i ¢islo, kterého dand wveli¢ina redlné nenabyvd. To
vidime i zde, nebot na kostce nelze hodit 3,5.

Poznamka 4 Oznaceni E X pochdzi z anglického terminu pro stredni hodnotu - ”Ezxpected
value of X 7. Vygbérovy prumeér se pak nazyvd ”sample mean”.

Rozptyl

Dalsi charakteristikou kazdého rozdéleni je rozptyl. Ten vyjadiuje miru rozptylenosti hodnot
dané velic¢iny kolem jeji stfedni hodnoty. Je zadan vzoreckem

var X = E(X — E X)?, (2)

piicemz casto se hodi téz vyjddieni var X = E(X?) — (E X)?, které Ize dostat ze vzorecku (2)
jednoduchou algebraickou upravou. Prakticky vypocet muzeme provést podle vzorecku

varX =) (z-EX)’ P(X =a).

Poznamka 5 Opét si povsimnéte korespondence vzorecku (2) se vzoreckem pro tzv. vijbérovy

rozptyl, ktery jiz zndte
1
2 _ 2
5= —— E (x; — )",

i=1

Symbol E v (2) byl vlastné jen nahrazen aritmetickym primérem.
Rozptyl veliciny predstavujici vysledek hodu kostou je:

var X =1-EX)2-P(X=1)+(2-EX)?2-P(X =2)+ (3-EX)?. P(X = 3)+
+(4-EX)? . PX=4)+(GB-EX)?-P(X=5+(06-EX)?- P(X =6)
=291

kde jsme vyuzili predchozi vysledek E X = 3, 5.
Poznamka 6 Oznaceni var X pochdzi z anglického ndzvu Variance of X.

Sikmost a Spicatost

Dalsimi pojmy, které charakterizuji kazdé rozdéleni je Sikmost a Spicatost. Jsou dany vzorci

E(X -EX)3 .
3 = T XPR (sikmost)
"= (var X)?2 P

Sikmost urcuje, kterym smérem je rozdéleni nasf veli¢iny asymetricky rozlozeno. Rozlisujeme
Sikmost kladnou, kdy se veli¢ina s vétsi pravdépodobnosti nachézi pod svou stfedni hodnotou
a Sikmost zdpornou, kdy veli¢ina spiSe nabyva hodnot nad svou stfedni hodnotou. Nejlépe je
to asi vidét na Obrazku 1. Symetricka rozdéleni maji pfirozené nulovou Sikmost.

Spicatost udava, jak rychle se chvosty rozdéleni (tfm se mysli hodnoty pravdépodobnosti
pro x — +oo) primykaji k nule (tj. k ose x). Jinymi slovy urcuje, jak se v rozdéleni dané
veli¢iny vyskytuji velmi vysoké (x — +00) a velmi nizké (x — —oo0) hodnoty.
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Obrazek 1: Poloha stfedni hodnoty, medidnu (prostifedni hodnota v usporddanych datech) a
modusu (nejéetnéjsi hodnota) u rozdéleni s riznou sikmosti.

Poznamka 7 Teoretickd Spicatost normdlniho rozdéleni (o némz bude te¢ pozdéji) je rovna
hodnoté 3. Proto se casto pouZivd alternativni definice Spicatosti

,  EX-EX)*
M= (var X)?2
kterd posune Spicatost normdlniho rozdéleni do nuly. Chceme-li pak porovnat Spicatost néjaké

nahodné veliciny se Spicatosti normdlniho rozdélent, staci porovnat prislusnou hodnotu ~j s
nulou.

_3’

Poznamka 8 Stredni hodnoty jednotlivijch mocnin X se nazyvaji momenty rozdélend.
Tedy E X je proni moment, E(X?) druhyj moment, E(X?) treti moment atd. Obecné E(XF)
je k-tg moment rozdélent. Analogicky definujeme k-ty centrdlni moment rozdélent jako
E(X —EX)*. Tedy roztyl E(X —E X)? je vlastné druhy centrdlni moment.

Pozndmka 9 Jesté pozndmka k chvostium rozdéleni. Rozdéleni md tézké chvosty, pokud velmi
vysoké nebo velmi nizké hodnoty maji relativné vysokou pravdépodobnost. Pokud naopak velmi
vysoké/nizké hodnoty magji malou pravdépodobnost, rikime, Ze rozdéleni md lehké chvosty.
Tento pojem se pouZivd prevdziné ve spojitosti s hustotami spojitijch rozdélend.

2 Zakladni diskrétni rozdéleni

Nahodna velicina X je oznacovand jako diskrétni (neboli jeji rozdéleni je oznacovano za
diskrétni), pokud nabyva pouze kone¢né (piipadné spocetné = prirozend ¢isla) mnoha hod-
not. Takova ndhodna veli¢ina vétsinou vyjadfuje pocet néceho (napt. pocet déti ndhodné
vybrané matky), nebo ma kvalitativni charakter (napi. barva o¢i ndhodné vybraného je-
dince). V prvnim piipadé jsou jeji realizace x prirozend ¢isla, ve druhém piikladu je x €
{hnéd4, modra, zelena}.

Rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny popisujeme vyjmenovanim P(X = x) pro vSechna
x, nebo distribuéni funkci. Ta je v tomto piipadé schodovitou funkei se skoky v bodech x a
lze ji spocitat dle vzorce

P(X <z) =) P(X =), z € R.

Jj<w



Rovnomeérné rozdéleni

Nahodna veli¢ina predstavujici vysledek hodu (spravedlivou) kostkou je piikladem diskrétniho
rozdéleni, které se nazyvé rovnomérné, nebot viechny mozné hodnoty x maji stejnou pravdé-
podobnost, tedy pravdépodobnost je rovnomérné rozdélend pfes vSechna mozna x.

Fakt, ze ndhodné velicina X ma rovnomérné rozdéleni na mnoziné 1, ...,k oznacujeme
symbolem X ~ R[1, k] (znaceni se muze v ruznych ucebnicich lisit). Pro toto rozdéleni plati:

e P(X =) =1, pro viechna z € {1,2,...,k} (viz Obrézek 2a)

o distribucni funkce F(z) = P(X < x) = >°7_; P(X = j) je schodovitd se skoky o
velikosti vzdy 1/k v bodech 1,2,...,k (viz Obréazek 2b)

e EX=1(142+4...+k) = 1‘5—"” (jde tedy o aritmeticky prumér minimaln{ a maximaln{
hodnoty) - zkuste si ovéfit vypoctem dle vzorce (1)

k2—1
12

Anglicky se toto rozdéleni nazyva ”discrete uniform distribution”.

e var X —
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(a) Pravdépodobnosti jednotlivych hodnot (b) Distribuéni funkce

Obrézek 2: Rovnomérné rozdéleni R[1, 5]

Alternativni rozdéleni

O néhodné veli¢iné nabyvajici pouze dvou hodnot (typicky 0,1, ale muze to byt tfeba ne/ano,
rub/lic apod., které si do 0/1 zakédujeme) fekneme, ze méa alternativni rozdéleni. Tento fakt
oznacujeme symbolem X ~ alt(p), kde p oznacuje P(X = 1). Pro toto rozdéleni plati:

e PIX=0=1-p, P(X=1)=p

e F(x)=P(X < z) (viz Obrézek 3b)
eEX=0PX=0)+1-P(X=1)=0-(1—p)+1-p=p
e var X = p(1 — p) (zkuste si spocitat sami)

Priklady nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim:

e X = vysledek hodu minci, pak X ~ alt(3), kde z € {rub,lic}

e X = zda je ndhodné vybrany ¢lovék zena — X ~ alt(0,51), = € {ano, ne} !

!dle https://data.worldbank.org/indicator/sp.pop.totl.fe.zs je podil zen v CR roven 50.8 %
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Obrézek 3: Alternativni rozdéleni alt(0.3)

Binomické rozdéleni

N&ahodn4 veli¢ina s binomickym rozdélenim vyjadiuje pocet uspéchu v sérii n pokusu, kde v
kazdém z dil¢ich pokusu mé uspéch pravdépodobnost p. Takovym tspéchem v pokusu muze
byt napf. lic pfi hodu minci, Sestka pii hodu kostkou, ale i tieba to, ze dany jedinec mé
néjaké zkoumané onemocnéni.

Binomické rozdéleni mé dva parametry - n a p a fakt, ze veli¢ina X m4 binomické rozdéleni
zapisujeme jako X ~ Bi(n,p). Pro toto rozdéleni plati:

e £ €{0,1,2,...,n} (v n pokusech muze nastat 0 az n tspéchu)
e P(X =2)=()p“(1 —p)"~* (viz Obrazek 4a)
e F(x) = P(X <) je nejlépe vidét na Obrazku 4b
e EX =np
e var X = np(l —p)
Priklady veli¢in s binomickym rozdélenim:
e X = pocet licu pfi hodu 20 mincemi — X ~ Bi(20, %)

e X = pocet Zen mezi tfemi ndhodné vybranymi lidmi — X ~ Bi(3,0.51)

Poznamka 10 V pripadé jednoho pokusu (tj. n = 1) splgvd binomické rozdéleni s alterna-
tivnim.
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Obrazek 4: Binomické rozdéleni Bi(10,0.2)

Poissonovo rozdéleni

Veli¢ina s Poissonovym? rozdélenim vyjadiuje pocet jevii, které nastaly v daném ¢asovém in-
tervalu. Typicky se jednd o jevy s malou pravdépodobnosti, proto se také Poissonovo rozdéleni
nékdy oznacuje jako ”zdkon Fidkych jeva”. Formdalni zépis opét zni X ~ Po()), kde A je pa-
rametr tohoto rozdéleni a oznacuje intenzitu, s jakou se sledovany jev vyskytuje. A je vlastné
prumeérny pocet udalosti za jednotku ¢asu a muze nabyvat libovolnych kladnych hodnot (tj.
A € (0,00)). Pro toto rozdéleni plati:

e £ €{0,1,2,3,...} (tedy libovolné pfirozené ¢islo véetné nuly)
o P(X =uz)=2re* (viz Obrdzek 5a)
e F(x) = P(X <) je nejlépe vidét na Obrazku 5b
e EX =)\
o var X = A\
Priklady veli¢in s Poissonovym rozdélenim:
e pocet lidi, ktefi béhem jedné minuty vesli na postu

e pocet castic jaderného zafeni, které béhem 1 sekundy dopadly na olovénou desku

Poznamka 11 Binomické rozdélent pro velké n a malé p se také tykd ridkych jevi a lze ho
tedy dobre aprorimovat Poissonovym rozdélenim (viz Obrdzek 6).

2Siméon Denis Poisson (francouzsky matematik)



0.8 1.0

P(X=x)
04 06

0.2

0.0

(a) Pravdépodobnosti jednotlivych hodnot

Probabillity
0.10 0.15

0.05

0.00

Fix)

1.0

l

04 06
1

0.2
L

|

(b) Distribuéni funkce

Obrazek 5: Poissonovo rozdéleni Po(4)
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Obrazek 6: Aproximace binomického rozdéleni Bi(n, p) Poissonovym rozdélenim je dobra pii
velkém n a malém p.

3 Spojita rozdéleni

Nahodna veli¢ina je spojita (resp. mé spojité rozdéleni), pokud pocet hodnot, kterych muze
nabyvat je nekoneény. Typicky je jeji obor hodnot roven redlnym ¢islim, nebo jejich podmnoziné.
Piikladem spojité nahodné veli¢iny muze byt vaha nebo délka jedince, vék, a podobné.

Popis rozdéleni spojitych nahodnych veli¢in je podobny jako u diskrétnich veli¢in. Jelikoz
vSak moznych hodnot x je nekonéné mnoho, nema smysl se snazit vyjmenovat vSechny P(X =
x). Naopak u spojitych rozdéleni je P(X = x) = 0 a misto toho se udéva tzv. hustota rozdéleni
f(z) s nasledujicim vyznamem: pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina nabyde hodnoty z
intervalu (a, b) je rovna plose pod kiivkou f(z) v intervalu (a,b). Matematicky zapsano:

b
P (X € (a,b)) :/ f(z)dz.

Z tohoto vyrazu je také patrné, ze P(X = a) = faa f(x)dx = 0. Hustota f(x) je spojitd funkce
definovana na redlnych ¢islech a celkova plocha pod ni je rovna 1.

Distribuéni funkce F'(z) spojité ndhodné veli¢iny je opét neklesajici spojita funkce, kterd
se v —oo piimykd k 0 a v 400 k 1 (to je asi nejlépe patrné na obrazcich nize). Je definovand



vzorceim

Fa)=P(x <0)= [ sy

Navic plati, ze derivaci distribuéni funkce je hustota, tedy F’'(x) = f(z) Vz € R.
Asi jste zpozorovali, ze tam, kde byla u diskrétnich rozdéleni suma pfes z, tj. >, je nyni
integral. To plati i u definice stfedni hodnoty, kterd ma u spojitych rozdéleni tvar

EX = /OO xf(x)dz,

rozptyl je opét

var X =E(X —EX)% = /OO (z —EX)?f(z)dx.

—00

Normalni rozdéleni

Asi nejvyznamnéjsim zéstupcem spojitych rozdélenf je normalni (neboli Gaussovo®) rozdélent.
Fakt, Ze veli¢ina X je normélné rozdélend oznacujeme symbolem X ~ N(u, 0?), kde parametr
i € R oznacuje stiedni hodnotu a parametr o2 > 0 rozptyl. Pro toto rozdéleni plati:

e z € R (tedy X muze nabyvat libovolnych realnych hodnot)

_@-w?
e hustota f(x) = \/1—26 202 ma tvar dobfe zndmé zvonovité kiivky (viz Obrazek 7a)

a Casto se ji iika ’?gaussova kiivka”, popi. ”gaussovka”
e distribuéni funkeci F'(x) si lze prohlédnout na Obrazku 7b
e EX =1y
o var X = o2
e sikmost v3 = 0 (hustota f(z) je symetrickd kolem )
e 3picatost 74 =3,7, =0

Je-li p =0 a 0 =1, pak jde o tzv. normované normalni rozdéleni.

3Carl Friedrich Gauss (némecky matematik)

10
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Obrazek 7: Normalni rozdéleni N(5,9)

Normalni rozdéleni je zakladnim predpokladem mnoha statistickych metod a m& ve sta-
tistice zvlastni postaveni také diky tzv. centrdlni limitni vété. Muzeme na néj ale narazit i v
bézném zivoté. Napiiklad se ma za to, ze vyska lidi ma pfiblizné normalni rozdéleni. Nékdy
ho lze zase zpozorovat na seslapanych schodech :-)

11



t-rozdéleni

Nékdy téz nazyvano Studentovo? t-rozdéleni. Symbolicky ho zapisujeme jako X ~ t,, kde
vyraz n je parametrem tohoto rozdéleni a nazyva se ”stupein volnosti”. Tento parametr je
vzdy vétsi nebo roven jedné, tj. n > 1. Pro toto rozdéleni plati:

e z € R (veli¢ina s t-rozdélenim tedy muze nabyvat libovolné redlné hodnoty)

e hustota f(z) ma podobny tvar jako hustota normalniho rozdéleni (viz Obrézek 8a), jeji
analyticky tvar je ale velmi slozity, proto ho zde nebudeme uvadét. Pro libovolné n je
hustota symetrickd kolem 0.

e distribuéni funkce F(x) - viz Obrézek 8b
e EX =0
e var X = "5 pron > 2 (pro 1 <n < 2 neni rozptyl definovén)

Také t-rozdéleni hraje vyznamnou roli ve statistickych testech - zejména tam, kde neni
znam populaéni rozptyl zkoumaného znaku.
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Dalsi spojita rozdéleni
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0.0

(b) Distribuén{ funkce

Obrazek 8: Studentovo t-rozdéleni se 7 stupni volnosti, tj. 7.

Mezi dalif spojitd rozdéleni, se kterymi se lze ve statistice bézné setkat, patif x? rozdélenf a
F-rozdéleni (zvané téz Fisherovo-Snedecorovo). Popis téchto rozdéleni 1ze nalézt v i¢ebnicich

a na internetu.

“tento pseudonym si zvolil autor t-rozdéleni - anglicky matematik William Sealy Gosset
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