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1 Úvod k rozděleńım a diskrétńı rozděleńı

Formálńı definice pojmu náhodná veličina je poměrně složitá, nicméně intuitivně si pod
t́ımto pojmem lze představit nějaký znak, který měř́ıme, popř. pokus, který provád́ıme.
Př́ıvlastek náhodná odpov́ıdá tomu, že předem nev́ıme, jak tento pokus dopadne. Náhodnou
veličinu typicky označujeme velkými ṕısmeny z konce abacedy (tedy X, Y , Z) a jej́ı konkrétńı
realizace malými ṕısmeny (tedy x, y, z). Př́ıklady náhodných veličin mohou být:

• X = výška náhodně vybraného člověka (pak x jsou kladná reálná č́ısla)

• X = výsledek hodu kostkou (x nabývá hodnot od 1 do 6)

• X = zda náhodně vybraný člověk kouř́ı (x nabývá hodnot ano nebo ne).

Provedeme-li pro náhodnou veličinu n měřeńı, dostaneme hodnoty x1, . . . , xn, které nazýváme
náhodný výběr. Chováńı náhodné veličiny můžeme popsat jedńım ze dvou následuj́ıćıch
zp̊usob̊u

• bud’ vyjmenujeme všechny hodnoty, kterých daná veličina může nabývat (tj. všechna
možná x) a udáme pravděpodobnosti, s jakými se tyto hodnoty realizuj́ı, tj. udáme
P (X = x) pro všechna x (u spojitých rozděleńı udáme hustotu pravděpodobnosti f(x))

• nebo udáme hodnoty tzv. distribučńı funkce F (x) := P (X ≤ x) (tj. pro jednotlivá x
urč́ıme, s jakou pravděpodobnost́ı bude hodnota náhodné veličiny nejvýše rovna danému
x). Distribučńı funkce se často označuje též FX(x), aby se zd̊uraznilo, že jde o distribučńı
funkci náhodné veličiny X v bodě x.

Obě tyto možnosti nějakým zp̊usobem popisuj́ı rozděleńı pravděpodobnosti náhodné
veličiny X, tj. udávaj́ı, jak je celková pravděpodobnost (která je rovna jedné) rozdělena
přes jednotlivé hodnoty x.

Př́ıklad - hod kostkou

Pro př́ıklad si nyńı zvolme náhodnou veličinu X, která bude vyjadřovat výsledek hodu kost-
kou. V tomto př́ıpadě bude x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} (tj. výsledek našeho pokusu bude prvek z
množiny 1 až 6). Pravděpodobnost je pak přes jednotlivá x rozdělena následovně:

P (X = 1) =
1

6
P (X = 2) =

1

6

P (X = 3) =
1

6
P (X = 4) =

1

6

P (X = 5) =
1

6
P (X = 6) =

1

6
,

1



stručně řečeno P (X = x) = 1
6 pro všechna x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Rozděleńı si lze graficky

znázornit následovně

Distribučńı funkci lze definovat na celé reálné ose, akorát v mnoha úsećıch bude konstantńı.
Pojd’me se nyńı na jednotlivé úseky pod́ıvat:

• je zřejmé, že pro všechna x < 1 bude F (x) = P (X ≤ x) = 0, nebot’ na kostce nelze
hodit č́ıslo ostře menš́ı než 1.

• v jedničce nastane skok, nebot’ F (x) = P (X ≤ x) = 1
6 pro všechna x taková, že

1 ≤ x < 2 (nebot’ samozřejmě P (X ≤ 1, 5) = 1
6).

• ve dvojce nastane daľśı skok, tud́ıž: F (x) = P (X ≤ x) = 2
6 pro všechna x taková, že

2 ≤ x < 3

• analogicky pro 3 ≤ x < 4 dostáváme F (x) = P (X ≤ x) = 3
6

• a tak dále pro ostatńı body

• až nakonec pro x ≥ 6 dostáváme F (x) = P (X ≤ x) = 1

Graficky lze tuto distribučńı funkci znázornit následovně:
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Poznámka 1 Z grafu distribučńı funkce lze učinit jedno d̊uležité pozorováńı - distribučńı
funkce je neklesaj́ıćı! (Tj. roste, nebo je konstantńı). To plat́ı obecně pro distribučńı funkci
libovolné veličiny. Dále je zaj́ımavé si povšimnout, že směrem do mı́nus nekonečna má F (x)
hodnotu 0 (nebo se k ńı aspoň bĺı̌źı), směrem do plus nekonečna má hodnotu 1 (nebo se k ńı
aspoň bĺı̌źı). I to je obecná vlastnost distribučńıch funkćı.

Středńı hodnota

Z rozděleńı náhodné veličiny lze určit některé d̊uležité charakteristiky. Prvńı z nich je středńı
hodnota, která je mı́rou polohy daného rozděleńı. Zjednodušeně řečeno je to č́ıslo, kolem
kterého se hodnoty X nejčastěji pohybuj́ı, jakási nejočekávaněǰśı hodnota X.

Představuje-li X nějaký znak (např. hmotnost), který zkoumáme v populaci jedinc̊u, pak
se středńı hodnota tohoto znaku v populaci často nazývá populačńı pr̊uměr.

Středńı hodnotu teoreticky vypočteme dle vzorce

EX =
∑
x

xP (X = x), (1)

tedy jako součet jednotlivých možných hodnot x převážených př́ıslušnou pravděpodobnost́ı.

Poznámka 2 Všimněte si korespondence vzorečku (1) se vzorečkem pro výpočet aritme-
tického pr̊uměru. Máme-li naměřené hodnoty (náhodný výběr) v = 1, 3, 2, 5, 5, 3, 5, pak př́ıslušný
aritmetický pr̊uměr (věťsinou nazývaný výběrový pr̊uměr) je

v̄ =
1

7
(1 + 3 + 2 + 5 + 5 + 3 + 5) = 1 · 1

7
+ 2 · 1

7
+ 3 · 2

7
+ 5 · 3

7
.

Relativńı četnosti 1
7 ,

1
7 ,

2
7 ,

3
7 jsou odhadem pravděpodobnost́ı P (V = 1), P (V = 2), P (V =

3), P (V = 5) a výběrový pr̊uměr v̄ je odhadem středńı hodnoty EV .

Středńı hodnota naš́ı veličiny představuj́ıćı výsledek hodu kostkou je

EX = 1 · 1

6
+ 2 · 1

6
+ 3 · 1

6
+ 4 · 1

6
+ 5 · 1

6
+ 6 · 1

6
= 3, 5.
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Poznámka 3 Středńı hodnota m̊uže být i č́ıslo, kterého daná veličina reálně nenabývá. To
vid́ıme i zde, nebot’ na kostce nelze hodit 3,5.

Poznámka 4 Označeńı EX pocháźı z anglického termı́nu pro středńı hodnotu - ”Expected
value of X”. Výběrový pr̊uměr se pak nazývá ”sample mean”.

Rozptyl

Daľśı charakteristikou každého rozděleńı je rozptyl. Ten vyjadřuje mı́ru rozptýlenosti hodnot
dané veličiny kolem jej́ı středńı hodnoty. Je zadán vzorečkem

varX = E(X − EX)2, (2)

přičemž často se hod́ı též vyjádřeńı varX = E(X2)− (EX)2, které lze dostat ze vzorečku (2)
jednoduchou algebraickou úpravou. Praktický výpočet můžeme provést podle vzorečku

varX =
∑
x

(x− EX)2 · P (X = x).

Poznámka 5 Opět si povšimněte korespondence vzorečku (2) se vzorečkem pro tzv. výběrový
rozptyl, který jǐz znáte

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2.

Symbol E v (2) byl vlastně jen nahrazen aritmetickým pr̊uměrem.

Rozptyl veličiny představuj́ıćı výsledek hodu kostou je:

varX =(1− EX)2 · P (X = 1) + (2− EX)2 · P (X = 2) + (3− EX)2 · P (X = 3)+

+ (4− EX)2 · P (X = 4) + (5− EX)2 · P (X = 5) + (6− EX)2 · P (X = 6)
.
=2, 91

kde jsme využili předchoźı výsledek EX = 3, 5.

Poznámka 6 Označeńı varX pocháźı z anglického názvu Variance of X.

Šikmost a špičatost

Daľśımi pojmy, které charakterizuj́ı každé rozděleńı je šikmost a špičatost. Jsou dány vzorci

γ3 =
E(X − EX)3

(varX)3/2
(šikmost)

γ4 =
E(X − EX)4

(varX)2
(špičatost)

Šikmost určuje, kterým směrem je rozděleńı naš́ı veličiny asymetricky rozloženo. Rozlǐsujeme
šikmost kladnou, kdy se veličina s větš́ı pravděpodobnost́ı nacháźı pod svou středńı hodnotou
a šikmost zápornou, kdy veličina sṕı̌se nabývá hodnot nad svou středńı hodnotou. Nejlépe je
to asi vidět na Obrázku 1. Symetrická rozděleńı maj́ı přirozeně nulovou šikmost.

Špičatost udává, jak rychle se chvosty rozděleńı (t́ım se mysĺı hodnoty pravděpodobnosti
pro x → ±∞) přimykaj́ı k nule (tj. k ose x). Jinými slovy určuje, jak se v rozděleńı dané
veličiny vyskytuj́ı velmi vysoké (x→ +∞) a velmi ńızké (x→ −∞) hodnoty.
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Obrázek 1: Poloha středńı hodnoty, mediánu (prostředńı hodnota v uspořádaných datech) a
modusu (nejčetněǰśı hodnota) u rozděleńı s r̊uznou šikmost́ı.

Poznámka 7 Teoretická špičatost normálńıho rozděleńı (o němž bude řeč později) je rovna
hodnotě 3. Proto se často použ́ıvá alternativńı definice špičatosti

γ′4 =
E(X − EX)4

(varX)2
− 3,

která posune špičatost normálńıho rozděleńı do nuly. Chceme-li pak porovnat špičatost nějaké
náhodné veličiny se špičatost́ı normálńıho rozděleńı, stač́ı porovnat př́ıslušnou hodnotu γ′4 s
nulou.

Poznámka 8 Středńı hodnoty jednotlivých mocnin X se nazývaj́ı momenty rozděleńı.
Tedy EX je prvńı moment, E(X2) druhý moment, E(X3) třet́ı moment atd. Obecně E(Xk)
je k-tý moment rozděleńı. Analogicky definujeme k-tý centrálńı moment rozděleńı jako
E(X − EX)k. Tedy roztyl E(X − EX)2 je vlastně druhý centrálńı moment.

Poznámka 9 Ještě poznámka k chvost̊um rozděleńı. Rozděleńı má těžké chvosty, pokud velmi
vysoké nebo velmi ńızké hodnoty maj́ı relativně vysokou pravděpodobnost. Pokud naopak velmi
vysoké/ńızké hodnoty maj́ı malou pravděpodobnost, ř́ıkáme, že rozděleńı má lehké chvosty.
Tento pojem se použ́ıvá převážně ve spojitosti s hustotami spojitých rozděleńı.

2 Základńı diskrétńı rozděleńı

Náhodná veličina X je označovaná jako diskrétńı (neboli jej́ı rozděleńı je označováno za
diskrétńı), pokud nabývá pouze konečně (př́ıpadně spočetně = přirozená č́ısla) mnoha hod-
not. Taková náhodná veličina většinou vyjadřuje počet něčeho (např. počet dět́ı náhodně
vybrané matky), nebo má kvalitativńı charakter (např. barva oč́ı náhodně vybraného je-
dince). V prvńım př́ıpadě jsou jej́ı realizace x přirozená č́ısla, ve druhém př́ıkladu je x ∈
{hnědá,modrá, zelená}.

Rozděleńı diskrétńı náhodné veličiny popisujeme vyjmenováńım P (X = x) pro všechna
x, nebo distribučńı funkćı. Ta je v tomto př́ıpadě schodovitou funkćı se skoky v bodech x a
lze ji spoč́ıtat dle vzorce

P (X ≤ x) =
∑
j≤x

P (X = j), x ∈ R.
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Rovnoměrné rozděleńı

Náhodná veličina představuj́ıćı výsledek hodu (spravedlivou) kostkou je př́ıkladem diskrétńıho
rozděleńı, které se nazývá rovnoměrné, nebot’ všechny možné hodnoty x maj́ı stejnou pravdě-
podobnost, tedy pravděpodobnost je rovnoměrně rozdělená přes všechna možná x.

Fakt, že náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na množině 1, . . . , k označujeme
symbolem X ∼ R[1, k] (značeńı se může v r̊uzných učebnićıch lǐsit). Pro toto rozděleńı plat́ı:

• P (X = x) = 1
k , pro všechna x ∈ {1, 2, . . . , k} (viz Obrázek 2a)

• distribučńı funkce F (x) = P (X ≤ x) =
∑x

j=1 P (X = j) je schodovitá se skoky o
velikosti vždy 1/k v bodech 1, 2, . . . , k (viz Obrázek 2b)

• EX = 1
k (1 + 2 + . . .+ k) = 1+k

2 (jde tedy o aritmetický pr̊uměr minimálńı a maximálńı
hodnoty) - zkuste si ověřit výpočtem dle vzorce (1)

• varX = k2−1
12

Anglicky se toto rozděleńı nazývá ”discrete uniform distribution”.

(a) Pravděpodobnosti jednotlivých hodnot (b) Distribučńı funkce

Obrázek 2: Rovnoměrné rozděleńı R[1, 5]

Alternativńı rozděleńı

O náhodné veličině nabývaj́ıćı pouze dvou hodnot (typicky 0,1, ale může to být třeba ne/ano,
rub/ĺıc apod., které si do 0/1 zakódujeme) řekneme, že má alternativńı rozděleńı. Tento fakt
označujeme symbolem X ∼ alt(p), kde p označuje P (X = 1). Pro toto rozděleńı plat́ı:

• P (X = 0) = 1− p, P (X = 1) = p

• F (x) = P (X ≤ x) (viz Obrázek 3b)

• EX = 0 · P (X = 0) + 1 · P (X = 1) = 0 · (1− p) + 1 · p = p

• varX = p(1− p) (zkuste si spoč́ıtat sami)

Př́ıklady náhodných veličin s alternativńım rozděleńım:

• X = výsledek hodu minćı, pak X ∼ alt(12), kde x ∈ {rub, ĺıc}

• X = zda je náhodně vybraný člověk žena → X ∼ alt(0, 51), x ∈ {ano, ne} 1

1dle https://data.worldbank.org/indicator/sp.pop.totl.fe.zs je pod́ıl žen v ČR roven 50.8 %
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(a) Pravděpodobnosti jednotlivých hodnot (b) Distribučńı funkce

Obrázek 3: Alternativńı rozděleńı alt(0.3)

Binomické rozděleńı

Náhodná veličina s binomickým rozděleńım vyjadřuje počet úspěch̊u v sérii n pokus̊u, kde v
každém z d́ılč́ıch pokus̊u má úspěch pravděpodobnost p. Takovým úspěchem v pokusu může
být např. ĺıc při hodu minćı, šestka při hodu kostkou, ale i třeba to, že daný jedinec má
nějaké zkoumané onemocněńı.

Binomické rozděleńı má dva parametry - n a p a fakt, že veličina X má binomické rozděleńı
zapisujeme jako X ∼ Bi(n, p). Pro toto rozděleńı plat́ı:

• x ∈ {0, 1, 2, . . . , n} (v n pokusech může nastat 0 až n úspěch̊u)

• P (X = x) =
(
n
x

)
px(1− p)n−x (viz Obrázek 4a)

• F (x) = P (X ≤ x) je nejlépe vidět na Obrázku 4b

• EX = np

• varX = np(1− p)

Př́ıklady veličin s binomickým rozděleńım:

• X = počet ĺıc̊u při hodu 20 mincemi → X ∼ Bi(20, 12)

• X = počet žen mezi třemi náhodně vybranými lidmi → X ∼ Bi(3, 0.51)

Poznámka 10 V př́ıpadě jednoho pokusu (tj. n = 1) splývá binomické rozděleńı s alterna-
tivńım.
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(a) Pravděpodobnosti jednotlivých hodnot (b) Distribučńı funkce

Obrázek 4: Binomické rozděleńı Bi(10, 0.2)

Poissonovo rozděleńı

Veličina s Poissonovým2 rozděleńım vyjadřuje počet jev̊u, které nastaly v daném časovém in-
tervalu. Typicky se jedná o jevy s malou pravděpodobnost́ı, proto se také Poissonovo rozděleńı
někdy označuje jako ”zákon ř́ıdkých jev̊u”. Formálńı zápis opět zńı X ∼ Po(λ), kde λ je pa-
rametr tohoto rozděleńı a označuje intenzitu, s jakou se sledovaný jev vyskytuje. λ je vlastně
pr̊uměrný počet událost́ı za jednotku času a může nabývat libovolných kladných hodnot (tj.
λ ∈ (0,∞)). Pro toto rozděleńı plat́ı:

• x ∈ {0, 1, 2, 3, . . .} (tedy libovolné přirozené č́ıslo včetně nuly)

• P (X = x) = λx

x! e
−λ (viz Obrázek 5a)

• F (x) = P (X ≤ x) je nejlépe vidět na Obrázku 5b

• EX = λ

• varX = λ

Př́ıklady veličin s Poissonovým rozděleńım:

• počet lid́ı, kteř́ı během jedné minuty vešli na poštu

• počet částic jaderného zářeńı, které během 1 sekundy dopadly na olověnou desku

Poznámka 11 Binomické rozděleńı pro velké n a malé p se také týká ř́ıdkých jev̊u a lze ho
tedy dobře aproximovat Poissonovým rozděleńım (viz Obrázek 6).

2Siméon Denis Poisson (francouzský matematik)
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(a) Pravděpodobnosti jednotlivých hodnot (b) Distribučńı funkce

Obrázek 5: Poissonovo rozděleńı Po(4)

(a) Aproximace Bi(80, 0.1) (b) Aproximace Bi(20, 0.85)

Obrázek 6: Aproximace binomického rozděleńı Bi(n, p) Poissonovým rozděleńım je dobrá při
velkém n a malém p.

3 Spojitá rozděleńı

Náhodná veličina je spojitá (resp. má spojité rozděleńı), pokud počet hodnot, kterých může
nabývat je nekonečný. Typicky je jej́ı obor hodnot roven reálným č́ısl̊um, nebo jejich podmnožině.
Př́ıkladem spojité náhodné veličiny může být váha nebo délka jedince, věk, a podobně.

Popis rozděleńı spojitých náhodných veličin je podobný jako u diskrétńıch veličin. Jelikož
však možných hodnot x je nekončně mnoho, nemá smysl se snažit vyjmenovat všechny P (X =
x). Naopak u spojitých rozděleńı je P (X = x) = 0 a mı́sto toho se udává tzv. hustota rozděleńı
f(x) s následuj́ıćım významem: pravděpodobnost, že náhodná veličina nabyde hodnoty z
intervalu (a, b) je rovna ploše pod křivkou f(x) v intervalu (a, b). Matematicky zapsáno:

P (X ∈ (a, b)) =

∫ b

a
f(x)dx.

Z tohoto výrazu je také patrné, že P (X = a) =
∫ a
a f(x)dx = 0. Hustota f(x) je spojitá funkce

definovaná na reálných č́ıslech a celková plocha pod ńı je rovna 1.
Distribučńı funkce F (x) spojité náhodné veličiny je opět neklesaj́ıćı spojitá funkce, která

se v −∞ přimyká k 0 a v +∞ k 1 (to je asi nejlépe patrné na obrázćıch ńıže). Je definovaná
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vzorcem

F (x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
f(y)dy.

Nav́ıc plat́ı, že derivaćı distribučńı funkce je hustota, tedy F ′(x) = f(x) ∀x ∈ R.
Asi jste zpozorovali, že tam, kde byla u diskrétńıch rozděleńı suma přes x, tj.

∑
x, je nyńı

integrál. To plat́ı i u definice středńı hodnoty, která má u spojitých rozděleńı tvar

EX =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx,

rozptyl je opět

varX = E(X − EX)2 =

∫ ∞
−∞

(x− EX)2f(x)dx.

Normálńı rozděleńı

Asi nejvýznamněǰśım zástupcem spojitých rozděleńı je normálńı (neboli Gaussovo3) rozděleńı.
Fakt, že veličina X je normálně rozdělená označujeme symbolem X ∼ N(µ, σ2), kde parametr
µ ∈ R označuje středńı hodnotu a parametr σ2 ≥ 0 rozptyl. Pro toto rozděleńı plat́ı:

• x ∈ R (tedy X může nabývat libovolných reálných hodnot)

• hustota f(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 má tvar dobře známé zvonovité křivky (viz Obrázek 7a)

a často se j́ı ř́ıká ”Gaussova křivka”, popř. ”gaussovka”

• distribučńı funkci F (x) si lze prohlédnout na Obrázku 7b

• EX = µ

• varX = σ2

• šikmost γ3 = 0 (hustota f(x) je symetrická kolem µ)

• špičatost γ4 = 3, γ′4 = 0

Je-li µ = 0 a σ2 = 1, pak jde o tzv. normované normálńı rozděleńı.

3Carl Friedrich Gauss (německý matematik)
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(a) Hustota (b) Distribučńı funkce

Obrázek 7: Normálńı rozděleńı N(5, 9)

Normálńı rozděleńı je základńım předpokladem mnoha statistických metod a má ve sta-
tistice zvláštńı postaveńı také d́ıky tzv. centrálńı limitńı větě. Můžeme na něj ale narazit i v
běžném životě. Např́ıklad se má za to, že výška lid́ı má přibližně normálńı rozděleńı. Někdy
ho lze zase zpozorovat na sešlapaných schodech :-)
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t-rozděleńı

Někdy též nazýváno Studentovo4 t-rozděleńı. Symbolicky ho zapisujeme jako X ∼ tn, kde
výraz n je parametrem tohoto rozděleńı a nazývá se ”stupeň volnosti”. Tento parametr je
vždy větš́ı nebo roven jedné, tj. n ≥ 1. Pro toto rozděleńı plat́ı:

• x ∈ R (veličina s t-rozděleńım tedy může nabývat libovolné reálné hodnoty)

• hustota f(x) má podobný tvar jako hustota normálńıho rozděleńı (viz Obrázek 8a), jej́ı
analytický tvar je ale velmi složitý, proto ho zde nebudeme uvádět. Pro libovolné n je
hustota symetrická kolem 0.

• distribučńı funkce F (x) - viz Obrázek 8b

• EX = 0

• varX = n
n−2 pro n > 2 (pro 1 ≤ n ≤ 2 neńı rozptyl definován)

Také t-rozděleńı hraje významnou roli ve statistických testech - zejména tam, kde neńı
znám populačńı rozptyl zkoumaného znaku.

(a) Hustota (b) Distribučńı funkce

Obrázek 8: Studentovo t-rozděleńı se 7 stupni volnosti, tj. t7.

Daľśı spojitá rozděleńı

Mezi daľśı spojitá rozděleńı, se kterými se lze ve statistice běžně setkat, patř́ı χ2 rozděleńı a
F-rozděleńı (zvané též Fisherovo-Snedecorovo). Popis těchto rozděleńı lze nalézt v účebnićıch
a na internetu.

4tento pseudonym si zvolil autor t-rozděleńı - anglický matematik William Sealy Gosset
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