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Úvod do testováńı hypotéz
a jednovýběrový t-test

Předpokládejme, že jsme zvážili sedm kojenc̊u (chlapc̊u) a dostali jsme tato data:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

8.0 8.1 8.7 8.3 7.9 6.5 9.6 [kg]

Chceme otestovat pravdivost tvrzeńı, že středńı hmotnost chlapc̊u v celé populaci (označme
si ji µ) je 8.2 kg. Test se nám zdá rozumné provést tak, že porovnáme výběrový pr̊uměr
z našich dat (označ́ıme ho tradičně X̄) s hodnotou 8.2 a bude-li od této hodnoty

”
moc

daleko“, tvrzeńı označ́ıme za nepravdivé. Přitom bychom chtěli, aby pravděpodobnost
omylu byla malá.

Abychom byli schopni kvantifikovat ono
”
moc daleko“, muśıme zavést daľśı předpoklady,

které se budou týkat pravděpodobnostńıho rozděleńı sledovaného znaku v populaci. Test̊u
o středńı hodnotě existuje celá řada a lǐśı se od sebe právě těmito dodatečnými předpoklady.

Pro náš prvńı statistický test budeme předpokládat, že náš náhodný výběrX1, X2, . . . , Xn

má normálńı rozděleńı N(µ,σ2), tj. že hmotnost chlapc̊u je v populaci normálně rozdělená
a má středńı hodnotu µ a rozptyl σ2. Dále budeme předpokládat, že naše veličiny (hmot-
nosti jednotlivých chlapc̊u) jsou nezávislé (tj. že hmotnosti chlapc̊u se vzájemně nijak
neovlivňuj́ı), což bývá obvykle triviálně splněno. My chceme otestovat pravdivost tvrzeńı
o středńı hmotnosti chlapc̊u v populaci, tedy budeme testovat hypotézu o parametru µ.
Matematicky toto zaṕı̌seme jako:

H0 : µ = 8.2 kg

Toto tvrzeńı se nazývá nulová hypotéza. Testovaná hodnota (v našem př́ıpadě 8.2 kg)
se obecně znač́ı jako nějaké µ0, tedy obecný tvar nulové hypotézy je

H0 : µ = µ0

V př́ıpadě, že hypotézu H0 zamı́tnu, potřebuji se uchýlit k nějakému alternativńımu tvr-
zeńı. Tomuto tvrzeńı se ř́ıká alternativńı hypotéza (zkráceně alternativa), znač́ı se H1

a může mı́t jeden z těchto tvar̊u:

H1 : µ 6= 8.2 kg

nebo H1 : µ < 8.2 kg

nebo H1 : µ > 8.2 kg.

Vždy je tedy jakýmsi doplňkem nulové hypotézy. Při našem rozhodováńı ohledně platnosti
H0 můžou nastat následuj́ıćı situace:

skutečnost:
H0 plat́ı H0 neplat́ı

rozhodnut́ı: H0 zamı́tneme chyba 1. druhu OK

H0 nezamı́tneme OK chyba 2. druhu
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Ráda bych, aby pravděpodobnosti obou druh̊u chyb byly malé. Avšak minimalizovat
obě současně nelze. Udělá se to tedy tak, že velikost pravděpodobnosti chyby 1. druhu
se stanov́ı jako nějaké malé č́ıslo (např. 0.05) a pravděpodobnost chyby 2. druhu už pak
prostě

”
nějak vyjde“, tu už neovlivńım. Stanovená pravděpodobnost chyby 1. druhu se

tradičně znač́ı α a nazývá se hladina významnosti testu, zkráceně hladina testu nebo
jen hladina. Voĺı se jako nějaké malé č́ıslo, kromě zmı́něných 0.05 se ještě použ́ıvá 0.1 nebo
0.01. Hladina testu má tedy význam pravděpodobnosti, že zamı́tneme nulovou hypotézu,
která ale ve skutečnosti plat́ı (jenom my jsme to bohužel nedokázali poznat, protože jsme
měli smůlu na data).

Předpokládejme, že rozptyl σ2 je neznámý, což je v praxi nejčastěǰśı př́ıpad. Pak za
platnosti nulové hypotézy (tedy pokud skutečné µ je opravdu oněch 8.2) plat́ı:

X̄ − 8.2
S√
n

∼ tn−1

(
obecně:

X̄ − µ0

S√
n

∼ tn−1

)
, (1)

kde S znač́ı odhad směrodatné odchylky σ, tedy výběrovou směrodatnou odchylku. Pro
úplnost připomeňme jej́ı vzorec

S =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Vztah (1) už byl zmı́něn v textu o intervalech spolehlivosti a využijeme ho i zde. Výraz
na levé straně (1) si označ́ıme T , tedy

T =
X̄ − 8.2

S√
n

(
obecně: T =

X̄ − µ0

S√
n

)

a bude naš́ı testovou statistikou, tj. výrazem, pomoćı nějž budeme o platnosti H0 rozho-
dovat. Tato statistika má totiž pro naše účely rozumný tvar - porovnává výběrový pr̊uměr
s testovanou hodnotou a celé to děĺı směrodatnou chybou pr̊uměru, tedy zohledňuje jeho
přesnost coby odhadu skutečného µ.

Pokusme se nyńı konečně odvodit rozhodovaćı kritérium. Hledejme hodnotu, se kterou
bychom hodnotu statistiky T porovnali, a pokud bude T o hodně větš́ı, zamı́tli bychom
nulovou hypotézu. Přitom chceme, aby pravděpodobnost, že se zmýĺıme (tj. vypočtená T
bude velká, ačkoli H0 ve skutečnosti plat́ı) byla α.

Pokud H0 plat́ı, měla by statistika T mı́t t-rozděleńı o n − 1 stupńıch volnosti (tak
prav́ı výraz (1)). Tedy jej́ı konkrétńı hodnota (vypočtená z našich dat) by se měla s
pravděpodobnost́ı (1-α) nacházet mezi α

2 -tým a
(
1− α

2

)
-tým kvantilem tohoto rozděleńı

(viz obrázek).
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Zbylá pravděpodobnost α pak bude odpov́ıdat situaci, kdy H0 plat́ı, ale my jsme z
našich dat dostali hodnotu T , která byla př́ılǐs velká. Udělali jsme tak chybu 1. druhu,
jej́ıž pravděpodobnost má být α, což přesně souhlaśı.

Hypotézu H0 tedy zamı́tneme, bude-li

T ≥ qtn−1

(
1− α

2

)
nebo T ≤ qtn−1

(α
2

)
,

kde qtn−1

(
1− α

2

)
znač́ı

(
1− α

2

)
-tý kvantil t-rozděleńı s n− 1 stupni volnosti. Častěji se

použ́ıvá označeńı tn−1

(
1− α

2

)
. Analogicky pro qtn−1

(
α
2

)
.

t-rozděleńı je symetrické kolem nuly, tedy qtn−1

(
α
2

)
= − qtn−1

(
1− α

2

)
. Souhrnně lze

tedy naše rozhodovaćı kritérium zapsat jako:

|T | ≥ qtn−1

(
1− α

2

)
⇒ zamı́táme H0.

Toto rozhodovaćı kritérium odpov́ıdá situaci, kdy je alternativńı hypotéza takzvaně obou-
stranná, tj. H1: µ 6= µ0.

Pro př́ıpad H1: µ < µ0 je rozhodovaćı kritérium takovéto:

T ≤ − qtn−1 (1− α) ⇒ zamı́táme H0

a pro př́ıpad H1: µ > µ0 zase takovéto

T ≥ qtn−1 (1− α) ⇒ zamı́táme H0,

přičemž tyto alternativńı hypotézy se nazývaj́ı jednostranné.
Kvantily t-rozděleńı z rozhodovaćıch kritéríı se v kontextu testováńı hypotéz nazývaj́ı

kritické hodnoty (nebot’ na nich se láme, zda budeme nulovou hypotézu zamı́tat či
nikoli).

Oblasti hodnot T , které zp̊usob́ı zamı́tnut́ı nulové hypotézy, tvoř́ı tzv. kritický obor.
Pro oboustrannou alternativu je to tedy sjednoceńı interval̊u (−∞, qtn−1

(
α
2

)
) a

(qtn−1

(
1− α

2

)
,∞). Pro alternativu H1: µ < µ0 je kritickým oborem interval (−∞, qtn−1 (α)),

pro alternativu H1: µ > µ0 je to interval (qtn−1 (1− α) ,∞).
Tento test se nazývá jednovýběrový t-test, protože pracujeme jen s jedńım výběrem

a protože testová statistika T má t-rozděleńı.
V praxi je situace, kdy neznáme rozptyl σ2, asi nejčastěǰśı. Nicméně, kdybychom ho

přeci jen znali, dal by se pro test hypotézy H0 : µ = µ0 odvodit zcela analogický test.
Mı́sto (1) bychom jen vyšly z toho, že za platnosti H0 plat́ı:

Z =
X̄ − µ0

σ√
n

∼ N(0, 1).

Testová statistika na levé straně se většinou znač́ı Z (nebot’ je to vlastně z-skór pro
pr̊uměr) a výsledný test se označuje jako

”
z-test“. Konkrétńı rozhodovaćı kritéria jsou

uvedena v tabulce se shrnut́ım.
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Shrnut́ı

Mějme náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn z N(µ, σ2) a testujme nulovou hypotézu H0: µ = µ0

na hladině α. Pak rozhodovaćı kritérium má tvar:

alternativa H0 zamı́táme pokud:

σ2 neznámé H1: µ 6= µ0 |T | ≥ qtn−1

(
1− α

2

)
(t-test) H1: µ > µ0 T ≥ qtn−1 (1− α)

H1: µ < µ0 T ≤ − qtn−1 (1− α)

σ2 známé H1: µ 6= µ0 |Z| ≥ qnorm
(
1− α

2

)
(z-test) H1: µ > µ0 Z ≥ qnorm (1− α)

H1: µ < µ0 Z ≤ − qnorm (1− α)

”
qnorm“ znač́ı opět kvantily normovaného normálńıho rozděleńı, vzorečky pro statistiky
T a Z jsou uvedeny v textu výše.

Důležitá upozorněńı

Předpoklady

Před použit́ım t-testu (popř. z-testu) nezapomeňte nikdy ověřit jeho předpoklady! To
jest, nezávislost jednotlivých hodnot ve výběru (tady nelze udělat v́ıc, než se v duchu
ujistit, že je tento předpoklad reálný) a normalitu rozděleńı sledovaného znaku (použije
se QQ-plot nebo Shapiro-Wilk̊uv test)! Za těchto předpoklad̊u byl test odvozen a bez nich
neplat́ı. Test̊u pro středńı hodnotu je ale naštěst́ı celá řada, takže pokud by např́ıklad
předpoklad o normálńım rozděleńı nebyl naplněn, lze se obrátit na jiný test (uvid́ıme
později v semestru).

nezamı́tnout 6= přijmout

Uvědomte si, že postaveńı nulové a alternativńı hypotézy neńı symetrické. To, že jsme nu-
lovou hypotézu nezamı́tli, neznamená, že plat́ı. Možná, že skutečné µ neńı 8.2 kg, ale 8.1
kg a my jsme to jen na základě našich dat nedokázali poznat. Pokud tedy v nějaké situ-
aci nezamı́tnete H0, muśıte to okomentovat opatrnou formulaćı typu

”
na základě našich

dat nezamı́táme nulovou hypotézu, že...“. Ovšem pokud H0 zamı́tnete, můžete použ́ıt
odvážněǰśı tvrzeńı

”
na hladině 5 % jsme prokázali, že... (tvrzeńı alternativńı hypotézy)“.

Jak zvolit alternativńı hypotézu?

Z toho, že postaveńı hypotéz neńı symetrické, a tedy že zamı́tnut́ı nulové hypotézy je
silněǰśım výsledkem než jej́ı nezamı́tnut́ı, plyne, že v reálném životě se nám v́ıce hod́ı
nulové hypotézy zamı́tat. Proto do nulové hypotézy voĺıme vždy rovnost a do alterna-
tivńı hypotézy vždy to, co nás ve skutečnosti zaj́ımá a co bychom rádi prokázali. Pokud
jsme tedy vyvinuli nové hnojivo, které vede k vyšš́ım středńım výnos̊um než jaké udává
konkurence, zvoĺıme H0: µ = výnos konkurence a H1: µ > výnos konkurence.

p-hodnota (angl. p-value)

Protože volba hladiny je věćı každého výzkumńıka, bylo nutno vymyslet zp̊usob, jak ve
výstupu statistických programů ř́ıct, pro které hladiny by došlo k zamı́tnut́ı nulové hy-
potézy a pro které nikoli. K tomuto účelu slouž́ı č́ıslo nazývané

”
p-hodnota“, které má
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význam nejmenš́ı hladiny, na které se H0 zamı́tá. Nulovou hypotézu tedy zamı́táme na
každé hladině, která je vyšš́ı nebo rovna p-value. Schématicky:

p-value ≤ α ⇒ zamı́táme H0.

Jiný zp̊usob jak p-value interpretovat je, že je to pravděpodobnost, že za platnosti H0

dostaneme (při nějakém daľśım pokusu) data, která budou ještě
”
horš́ı“ než ta, co máme.

”
Horš́ı“ je mı́něno jako

”
ještě v́ıce svědč́ıćı proti H0“. Je to tedy pravděpodobnost, že

naše testová statistika nabude (při daľśım pokusu) hodnoty stejné nebo vyšš́ı než ta,
co máme ted’, ačkoli H0 ve skutečnosti plat́ı. Např́ıklad pro jednovýběrový t-test lze p-
hodnotu graficky znázornit jako plochu pod hustotou t-rozděleńı, která odpov́ıdá vyšš́ım
(tedy

”
horš́ım“) hodnotám testové statistiky T . Na obrázćıch je ṕısmenem T označena

hodnota T statistiky vypočtená z našich dat. Vlevo je obrázek odpov́ıdaj́ıćı jednostranné
alternativě H1: µ < µ0, vpravo je obrázek pro oboustrannou alternativu H1: µ 6= µ0.

Śıla testu

Doposavad jsme ignorovali chybu 2. druhu, ale i ta má sv̊uj význam. Pravděpodobnost
chyby 1. druhu se znač́ı α a nazývá se hladina, pravděpodobnost chyby 2. druhu se znač́ı
β, ale př́ımo sv̊uj název nemá. Avšak jej́ı doplněk do 1, tedy 1-β, se nazývá śıla testu. Śıla
testu je tedy

”
1−{pravděpodobnost chyby 2. druhu}“, slovy řečeno je to pravděpodobnost,

že zamı́tneme H0, která opravdu neplat́ı. Jistě bychom byli rádi, kdyby náš test měl vel-
kou śılu, tedy aby dokázal s velkou pravděpodobnost́ı zamı́tat neplatné hypotézy. Śılu si
lze představit jako takovou

”
rozlǐsovaćı schopnost“ testu, tedy jak dobře je náš test scho-

pen rozlǐsovat platné a neplatné nulové hypotézy. Nikoho nepřekvaṕı, že tato
”
rozlǐsovaćı

schopnost“ záviśı na rozd́ılu mezi testovanou hodnotou µ0 a tou skutečnou (pravdivou)
středńı hodnotou µ. Samozřejmě, č́ım větš́ı tento rozd́ıl je, t́ım snazš́ı je rozpoznat že
µ 6= µ0 (tedy že H0 neplat́ı) a t́ım větš́ı śılu test v dané situaci má. Zkusme si to znázornit
graficky pro náš jednovýběrový t-test.

Mějme tedy výběr z N(µ, σ2) a testujme hypotézu H0: µ = µ0 proti alternativě H1:
µ > µ0. Naše rozhodovaćı kritérium má tvar:

statistika T ≥ kvantil ⇒ zamı́táme H0.

Doplńıme-li tam konkrétńı tvar statistiky T , dostáváme

X̄−µ0
S√
n

≥ kvantil ⇒ zamı́táme H0,

což lze dále upravit jako

X̄ ≥ µ0 + S√
n
· kvantil ⇒ zamı́táme H0.
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Hodnota
”
µ0 + S√

n
· kvantil“ je jakousi hraničńı hodnotou pro pr̊uměr, u které se láme

rozhodováńı o tom, zda H0 zamı́tnout či nikoli.
Na obrázku dole je černě znázorněno rozděleńı, jaké by měl mı́t výběrový pr̊uměr

X̄, pokud nulová hypotéza plat́ı, a červeně je znázorněno jeho skutečné rozděleńı (se
středńı hodnotou µ). V grafu je dále označena zmı́něná hraničńı hodnota pro pr̊uměr.
Pravděpodobnost, že zamı́tnu nulovou hypotézu, když skutečné rozděleńı je to červené,
je pak rovna ploše pod červenou křivkou vpravo od hraničńı hodnoty (viz obrázek ńıže).
Č́ım vzdáleněǰśı je červená křivka od černé (č́ım větš́ı je rozd́ıl mezi µ a µ0), t́ım větš́ı ta
plocha je a t́ım větš́ı je tedy śıla testu. Hraničńı hodnota se samozřejmě odv́ıj́ı od zvolené
hladiny (skrze kvantil). Odtud je vidět, že č́ım vyšš́ı hladina, t́ım v́ıce je hraničńı hodnota
posunuta vlevo, a t́ım větš́ı je śıla. Z toho je patrné, proč nelze současně minimalizovat
chybu 1. a 2. druhu.

Vrát́ıme-li se k představě śıly jakožto
”
rozlǐsovaćı schopnosti“, bude nám asi jasné, že

při větš́ı směrodatné odchylce σ bude těžš́ı od sebe bĺızké µ a µ0 odlǐsit, a tedy śıla testu
bude nižš́ı. Naopak s rostoućım počtem pozorováńı se śıla (naše rozlǐsovaćı schopnost)
zlepšuje. Počet pozorováńı je také jediný možný zp̊usob, jak lze v praxi śılu testu ovlivnit.

Tři zp̊usoby, jak rozhodnout o platnosti nulové hypotézy

Na základě výstupu z R (popř. jiného statistického softwaru) lze o platnosti H0 rozhodnout
třemi r̊uznými zp̊usoby:

1. pod́ıvat se na hodnotu testové statistiky T a porovnat ji s př́ıslušným kvantilem
t-rozděleńı (viz naše rozhodovaćı kritéria)

2. pod́ıvat se na p-hodnotu a porovnat ji se zvolenou hladinou (p-value ≤ α ⇒
zamı́táme H0)

3. spoč́ıtat interval spolehlivosti pro µ (pokud testovaná hodnota µ0 v tomto intervalu
nelež́ı, pak s velkou pravděpodobnost́ı nebude tou skutečnou)
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