Uvod do testovani hypotéz
a jednovybérovy t-test

Piedpokladejme, ze jsme zvazili sedm kojencu (chlapcu) a dostali jsme tato data:

X1 Xo X3 Xu X5 Xg Xy
80 81 87 83 79 6.5 9.6 [kg]

Chceme otestovat pravdivost tvrzeni, ze sttedni hmotnost chlapcu v celé populaci (oznacme
siji ) je 8.2 kg. Test se ndm zd4 rozumné provést tak, ze porovname vybérovy prumér
z nadich dat (oznaéfme ho tradiéné X) s hodnotou 8.2 a bude-li od této hodnoty ,,moc
daleko®, tvrzeni oznac¢ime za nepravdivé. Pfitom bychom chtéli, aby pravdépodobnost
omylu byla malé.

Abychom byli schopni kvantifikovat ono ,,moc daleko®, musime zavést dalsi predpoklady,
které se budou tykat pravdépodobnostniho rozdéleni sledovaného znaku v populaci. Testu
o stfedni hodnoté existuje cela fada a lisi se od sebe pravé témito dodateénymi predpoklady.

Pro nas prvni statisticky test budeme predpokladat, ze na§ ndhodny vybér Xq, Xo, ..., X,
m4 normdln{ rozdélenf N(u,02), tj. Ze hmotnost chlapcii je v populaci normalné rozdélend
a mé stiedni hodnotu p a rozptyl 0. Dale budeme predpokladat, ze nase veliciny (hmot-
nosti jednotlivych chlapcti) jsou nezavislé (tj. ze hmotnosti chlapcu se vzajemné nijak
neovliviiuji), coz byvé obvykle trividlné splnéno. My chceme otestovat pravdivost tvrzeni
o stfedni hmotnosti chlapcti v populaci, tedy budeme testovat hypotézu o parametru p.
Matematicky toto zapiSeme jako:

Hp: p=82kg

Toto tvrzeni se nazyvd nulova hypotéza. Testovand hodnota (v nasem piipadé 8.2 kg)
se obecné znaci jako néjaké g, tedy obecny tvar nulové hypotézy je

Ho : pp = o

V ptipadé, ze hypotézu Hy zamitnu, potiebuji se uchylit k néjakému alternativnimu tvr-
zeni. Tomuto tvrzeni se fikéd alternativni hypotéza (zkracené alternativa), znac¢i se Hy
a muze mit jeden z téchto tvaru:

Hy:p#82kg
nebo Hy:p<82kg
nebo Hy:p>82kg.

Vzdy je tedy jakymsi doplikem nulové hypotézy. P¥i naSem rozhodovani ohledné platnosti
Hp muzou nastat nésledujici situace:

skutec¢nost:
H Hy plati ‘ Hy neplati
rozhodnuti:  Hg zamitneme chyba 1. druhu OK
Hp nezamitneme OK chyba 2. druhu




Réda bych, aby pravdépodobnosti obou druhti chyb byly malé. Avsak minimalizovat
obé soucasné nelze. Udéla se to tedy tak, ze velikost pravdépodobnosti chyby 1. druhu
se stanovi jako néjaké malé ¢islo (napi. 0.05) a pravdépodobnost chyby 2. druhu uz pak
prosté ,néjak vyjde“, tu uz neovlivnim. Stanovend pravdépodobnost chyby 1. druhu se
tradi¢né zna¢i a a nazyva se hladina vyznamnosti testu, zkrdacené hladina testu nebo
jen hladina. Voli se jako néjaké malé ¢islo, kromé zminénych 0.05 se jesté pouziva 0.1 nebo
0.01. Hladina testu méa tedy vyznam pravdépodobnosti, Ze zamitneme nulovou hypotézu,
kterd ale ve skutecnosti plati (jenom my jsme to bohuzel nedokézali poznat, protoze jsme
meli smulu na data).

Ptedpokladejme, ze rozptyl o2 je nezndmy, coz je v praxi nejcastéjsi pifpad. Pak za
platnosti nulové hypotézy (tedy pokud skuteéné i je opravdu onéch 8.2) plati:

X 82 X -
—g— ~ 1l <0becné: g AL tn—1> ; (1)

vn

kde S znac¢i odhad smérodatné odchylky o, tedy vybérovou smérodatnou odchylku. Pro
tplnost pfipomenme jeji vzorec

S = nilz(xi—)‘()z

=1

Vztah (1) uz byl zminén v textu o intervalech spolehlivosti a vyuZijeme ho i zde. Vyraz
na levé strané (1) si oznacime T, tedy

T = w <obecné: T = X ; MO)
vn vn

a bude nasi testovou statistikou, tj. vyrazem, pomoci néjz budeme o platnosti Hy rozho-
dovat. Tato statistika mé totiz pro nage ticely rozumny tvar - porovnava vybérovy prumeér
s testovanou hodnotou a celé to déli smérodatnou chybou priiméru, tedy zohlednuje jeho
presnost coby odhadu skutecného p.

Pokusme se nyni kone¢né odvodit rozhodovaci kritérium. Hledejme hodnotu, se kterou
bychom hodnotu statistiky 1" porovnali, a pokud bude T" o hodné vétsi, zamitli bychom
nulovou hypotézu. Pfitom chceme, aby pravdépodobnost, ze se zmylime (tj. vypoc¢tend T'
bude velkd, ackoli Hy ve skute¢nosti plati) byla .

Pokud Hy plati, méla by statistika 7" mit t-rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti (tak
pravi vyraz (1)). Tedy jeji konkrétni hodnota (vypocCtend z nasich dat) by se méla s
pravdépodobnost{ (1-«) nachézet mezi §-tym a (1 — $)-tym kvantilem tohoto rozdéleni
(viz obrézek).
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Zbyla pravdépodobnost a pak bude odpovidat situaci, kdy Hy plati, ale my jsme z
nasich dat dostali hodnotu T', kterd byla ptilis velka. Udélali jsme tak chybu 1. druhu,
jejiz pravdépodobnost mé byt «, coz presné souhlasi.

Hypotézu Hy tedy zamitneme, bude-li

T >qt,_1 (1 — %) nebo T <qt,_; <%) )

kde qt,,_; (1 — %) znadci (1 — %)—ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Castéji se
pouziva oznaceni t,_1 (1 — %) Analogicky pro qt,,_; (%)

t-rozdéleni je symetrické kolem nuly, tedy gt,—1 (%) =—qt,_ (1 — %) Souhrnné lze
tedy naSe rozhodovaci kritérium zapsat jako:

L@

7] = at, oy (1-5

) = zamitame Hy.
Toto rozhodovaci kritérium odpovida situaci, kdy je alternativni hypotéza takzvané obou-
strannd, tj. Hy: p # po.

Pro piipad Hi: p < pg je rozhodovaci kritérium takovéto:

T<-qt, ;(l1—a) = zamitdme Hy
a pro pripad Hy: p > po zase takovéto
T>qt,;(1—a) = zamitame Hp,

pricemz tyto alternativni hypotézy se nazyvaji jednostranné.

Kvantily t-rozdéleni z rozhodovacich kritérii se v kontextu testovani hypotéz nazyvaji
kritické hodnoty (nebotf na nich se ldme, zda budeme nulovou hypotézu zamitat ¢i
nikoli).

Oblasti hodnot T', které zptsobi zamitnuti nulové hypotézy, tvoii tzv. kriticky obor.
Pro oboustrannou alternativu je to tedy sjednoceni intervalu (—oo, qt,,_; (%)) a
(qtp_1 (1 = §),00). Pro alternativu Hy: p1 < p je kritickym oborem interval (—oo, qt,,_; (a)),
pro alternativu Hy: u > po je to interval (qt,_; (1 — a), 00).

Tento test se nazyva jednovybérovy t-test, protoze pracujeme jen s jednim vybérem
a protoze testova statistika T° mé t-rozdéleni.

V praxi je situace, kdy nezndme rozptyl o2, asi nejcastéjsi. Nicméné, kdybychom ho
preci jen znali, dal by se pro test hypotézy Hg : u = pg odvodit zcela analogicky test.
Misto (1) bychom jen vysly z toho, ze za platnosti Hy plati:

X — o
ag

v

Z = ~ N(0,1).

Testovd statistika na levé strané se vétsSinou znaci Z (nebot je to vlastné z-skér pro
prumér) a vysledny test se oznacuje jako ,z-test®. Konkrétni rozhodovaci kritéria jsou
uvedena v tabulce se shrnutim.



Shrnuti

Méjme nahodny vybér X1, Xo, ..., X, z N(u, 0?) a testujme nulovou hypotézu Ho: p = g
na hladiné a. Pak rozhodovaci kritérium ma tvar:

alternativa | Hy zamitame pokud:

o? nezndmé || Hy: p# po | [T >qt,,y (1— %)
(t-test) Hi:p>p | T>qt,_; (1—a)
Hi:p<p | T<—qt,;(1—a)

o? zndmé || Hy: o # po | [Z] > qnorm (1 — §)
(z-test) Hi:p>po | Z>qgnorm(l— )

Hi:p<po | Z<—qnorm (1 — «)

»aqnorm® znaci opét kvantily normovaného normalniho rozdéleni, vzorecky pro statistiky
T a Z jsou uvedeny v textu vyse.

Dilezita upozornéni
Piedpoklady

Pied pouzitim t-testu (popf. z-testu) nezapomente nikdy ovérit jeho predpoklady! To
jest, nezavislost jednotlivych hodnot ve vybéru (tady nelze udélat vic, nez se v duchu
ujistit, ze je tento predpoklad redlny) a normalitu rozdéleni sledovaného znaku (pouzije
se QQ-plot nebo Shapiro-Wilkuv test)! Za téchto predpokladu byl test odvozen a bez nich
neplati. Testu pro stfedni hodnotu je ale naStésti celd fada, takze pokud by napiiklad
predpoklad o normélnim rozdéleni nebyl naplnén, lze se obratit na jiny test (uvidime
pozdéji v semestru).

nezamitnout # prijmout

Uvédomte si, ze postaveni nulové a alternativni hypotézy neni symetrické. To, Ze jsme nu-
lovou hypotézu nezamitli, neznamend, ze plati. Mozn4, ze skuteéné p neni 8.2 kg, ale 8.1
kg a my jsme to jen na zdkladé naSich dat nedokazali poznat. Pokud tedy v néjaké situ-
aci nezamitnete Hy, musite to okomentovat opatrnou formulaci typu ,na zakladé nasich
dat nezamitdme nulovou hypotézu, ze...“. Ovsem pokud Hg zamitnete, muzete pouzit

//////

Jak zvolit alternativni hypotézu?

7 toho, ze postaveni hypotéz neni symetrické, a tedy ze zamitnuti nulové hypotézy je
silngjsim vysledkem nez jeji nezamitnuti, plyne, ze v redlném zivoté se nam vice hodi
nulové hypotézy zamitat. Proto do nulové hypotézy volime vzdy rovnost a do alterna-
tivni hypotézy vzdy to, co nds ve skuteCnosti zajima a co bychom radi prokazali. Pokud
jsme tedy vyvinuli nové hnojivo, které vede k vyssim stfednim vynosum nez jaké udava
konkurence, zvolime Hqg: ¢ = vynos konkurence a Hyi: p > vynos konkurence.

p-hodnota (angl. p-value)
Protoze volba hladiny je véci kazdého vyzkumnika, bylo nutno vymyslet zpusob, jak ve

vystupu statistickych programu fict, pro které hladiny by doslo k zamitnuti nulové hy-
potézy a pro které nikoli. K tomuto ucelu slouzi ¢islo nazyvané ,p-hodnota®“, které ma



vyznam nejmensi hladiny, na které se Hy zamita. Nulovou hypotézu tedy zamitdame na
kazdé hladiné, kterd je vyssi nebo rovna p-value. Schématicky:

p-value < o = zamitame Hy.

Jiny zpusob jak p-value interpretovat je, ze je to pravdépodobnost, Zze za platnosti Hg
dostaneme (pfi néjakém dalsim pokusu) data, kterd budou jesté ,horsi“ nez ta, co mame.
»Horsi“ je minéno jako ,jesté vice svédéici proti Hgp“. Je to tedy pravdépodobnost, ze
nase testovd statistika nabude (pii dalsim pokusu) hodnoty stejné nebo vyssi nez ta,
co mame ted, ackoli Hg ve skutecnosti plati. Napiiklad pro jednovybérovy t-test lze p-
hodnotu graficky znazornit jako plochu pod hustotou t-rozdéleni, kterd odpovida vyssim
(tedy ,horsim*) hodnotdm testové statistiky 7. Na obrazcich je pismenem 7' oznacena
hodnota T statistiky vypoctend z nasSich dat. Vlevo je obrazek odpovidajici jednostranné
alternativé Hy: pu < pg, vpravo je obrazek pro oboustrannou alternativu Hy: p # po.
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Sila testu

Doposavad jsme ignorovali chybu 2. druhu, ale i ta mé sviij vyznam. Pravdépodobnost
chyby 1. druhu se znaéi a a nazyva se hladina, pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci
B, ale primo svij nazev nemd. Avsak jeji doplnék do 1, tedy 1-5, se nazyva sila testu. Sila
testu je tedy ,,1—{pravdépodobnost chyby 2. druhu}*, slovy feceno je to pravdépodobnost,
ze zamitneme Hg, kterd opravdu neplati. Jisté bychom byli rddi, kdyby nas test mél vel-
kou silu, tedy aby dokéazal s velkou pravdépodobnosti zamitat neplatné hypotézy. Silu si
Ize predstavit jako takovou ,rozliSovaci schopnost® testu, tedy jak dobfe je nas test scho-
pen rozliSovat platné a neplatné nulové hypotézy. Nikoho nepiekvapi, ze tato ,rozliSovaci
schopnost® zavisi na rozdilu mezi testovanou hodnotou g a tou skuteénou (pravdivou)
stfedni hodnotou p. Samoziejmé, ¢im vétsi tento rozdil je, tim snaz3i je rozpoznat ze
wu # po (tedy ze Hp neplati) a tim vétsi silu test v dané situaci ma. Zkusme si to znézornit
graficky pro nas jednovybérovy t-test.

Méjme tedy vybér z N(u,0?) a testujme hypotézu Hy: p = po proti alternativé Hy:
> . NaSe rozhodovaci kritérium ma tvar:

statistika T' > kvantil = zamitdme H.
Doplnime-li tam konkrétni tvar statistiky 7', dostdvame

X340 > kvantil = zamitdme Ho,
NG

coz lze déle upravit jako

X > o+ % kvantil = zamitame Hj.



Hodnota ,up + % kvantil® je jakousi hrani¢ni hodnotou pro prumér, u které se lame
rozhodovani o tom, zda Hy zamitnout ¢i nikoli.

Na obrdzku dole je ¢erné znézornéno rozdéleni, jaké by mél mit vybérovy pramér
X, pokud nulovd hypotéza plati, a cervené je znazornéno jeho skutecné rozdéleni (se
stfedni hodnotou u). V grafu je ddle oznacena zminénd hraniéni hodnota pro prumér.
Pravdépodobnost, ze zamitnu nulovou hypotézu, kdyz skutetné rozdéleni je to Cervené,
je pak rovna ploSe pod ¢ervenou kiivkou vpravo od hrani¢ni hodnoty (viz obrazek nize).
Cim vzdélenéjsi je cervend kiivka od Gerné (¢fm vétsi je rozdil mezi p a pg), tim vetst ta
plocha je a tim vétsi je tedy sila testu. Hraniéni hodnota se samoziejmé odviji od zvolené
hladiny (skrze kvantil). Odtud je vidét, ze ¢im vyssi hladina, tim vice je hrani¢ni hodnota
posunuta vlevo, a tim vétsi je sila. Z toho je patrné, pro¢ nelze soucasné minimalizovat
chybu 1. a 2. druhu.
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Vratime-li se k predstavé sily jakozto ,rozliSovaci schopnosti“, bude nam asi jasné, ze
pri vétsi smérodatné odchylce o bude tézsi od sebe blizké p a pg odlisit, a tedy sila testu
bude nizsi. Naopak s rostoucim poétem pozorovani se sila (nase rozliSovaci schopnost)
zlepsuje. Pocet pozorovani je také jediny mozny zpusob, jak lze v praxi silu testu ovlivnit.

Tti zpusoby, jak rozhodnout o platnosti nulové hypotézy

Na zékladé vystupu z R (popf. jiného statistického softwaru) lze o platnosti Hy rozhodnout
tfemi ruznymi zpusoby:

1. podivat se na hodnotu testové statistiky 1" a porovnat ji s piislusnym kvantilem
t-rozdéleni (viz nase rozhodovaci kritéria)

2. podivat se na p-hodnotu a porovnat ji se zvolenou hladinou (p-value < o =
zamitdme Hy)

3. spocitat interval spolehlivosti pro u (pokud testovand hodnota pg v tomto intervalu
nelezi, pak s velkou pravdépodobnosti nebude tou skute¢nou)



