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Uvod do matematického modelovani

Zpusoby reSeni geomechanickych uloh mizeme rozdélit na:

@ Observacni: Spolehnuti na pozorovani, analogii a zkuSenost
@ Semianalytické: Kombinace observacnich a matematickych
pristupu. Statistika, extrapolace, bez porozuméni fyzikalni

podstaty jevl

@ Analytické a numerické: ldealizace geologického prostredi
matematickym modelem. Uzavfena (analyticka) a numericka
reseni.

Prednaska se bude zabyvat pouze poslednim bodem.
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Uvod do matematického modelovani

V minulosti pfevladal zajem o analytické metody a fyzikalni
modelovani (modelové zkouzky ve zmenseném méritku). — o ném si
fekneme pozdéji.

Muir Wood (2004) Bakir et al. (1994)
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Uvod do matematického modelovani

@ Dnes, s rozvojem vypocetni techniky, zaCinaji numerické metody
nabyvat vysadni postaveni ve vyuziti pro geotechnicky design.

@ Matematicky model je nastroj pro pochopeni problému, nikdy v§ak
ne presnym resenim. Pro jeho u¢elné vyuziti je nutné znat jeho
moznosti a omezeni. Model vzdy zjednodusuje velmi komplexni

vvvvvv

aspekty feSeného problému.
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Uvod do matematického modelovani

Postup pfi matematickém modelovani

@ Zodpovézeni otazky PROC pottebuji matematicky model. Co s
jeho pomoci potrebuji vyresit.

@ S tvorbou modelu je nutno zaéit co nejdrive. | predbézné vysledky
mohou byt vyuzity pro planovani polnich zkouSek a monitoringu.

© Je nutno si rozmyslet kvalitativni ocekavané vysledky. Prvni
model sestaveny s pomoci kteréhokoliv programu nebude
bezchybny! Chyby je mozno odhalit jen pokud co nejjednodussi
model postupné zeslozitujeme.

© V:zdy pouzijeme co nejjednodussi model, ktery stale vystihuje

vvvvvv
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Uvod do matematického modelovani

Postup pfi matematickém modelovani

© V pripadé, ze neni mozno sestavit model jenz vystihne zakladni
charakteristiky reSeného problému (napt. 2D vypocet pro pripad s
vyraznymi trojrozmérnymi efekty), je mozno provést sérii simulaci
pro ziskani vysledkd v meznich pfipadech. Z rozmezi ziskanych
hodnot je mozno odhadnout spravné vysledky.
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Uvod do matematického modelovani

Oblasti aplikace pocitacovych modell v geomechanice

@ Reseni komplexnich geotechnickych tloh, kde neexistuje
uzavrené (analytické) feseni (interakce nékolika vliva,
komplikované geologické podminky . ..).

feat.nl (2005)
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Uvod do matematického modelovani

Oblasti aplikace pocitacovych modell v geomechanice

@ Pochopeni i rozvoj tradiénich metod (progresivni porusovani,
hledani kritické smykové plochy)
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(b) 14-5 years after excavation — just before collapse

Potts et al. (1997)
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Uvod do matematického modelovani

Oblasti aplikace pocitacovych modell v geomechanice

© Studie a zohlednéni vlivu nelinearity (analyticka feseni jsou pro
linedrné pruzny poloprostor, pripadné pro ideélné plasticky
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Deane and Basset (1995)
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Uvod do matematického modelovani

Oblasti aplikace pocitacovych modell v geomechanice

© Vyvoj jednoduchych empirickych navrhovych vztah( z
numerickych studii (napf. deformace budovy nad vyrubem tunelu)

k B

slab: Egjap, Isiabs Astab s

structure:
n storeys:
n+1 slabs

London clay, Eg —e —'

Mroueh and Shahour (2003)

Francius et al. (2004)
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Uvod do matematického modelovani

Uvod do matematického modelovani

Oblasti aplikace pocitacovych modell v geomechanice

@ Interpretace Udajd z monitoringu, vyuziti pro planovani
nejvhodnéjSich monitorovacich bodu.

Rahim (2002)
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Uvod do matematického modelovani

Oblasti aplikace pocitacovych modell v geomechanice

Q Interpretace laboratornich zkousek (nerovnomérné rozdéleni
napéti, lokalizace deformace)

Vardoulakis (1977) Tejchman (2004)
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Uvod do matematického modelovani

Oblasti aplikace pocitacovych modell v geomechanice

@ Rizeni laboratorniho programu (nestandardni drahy napéti v okoli
geotechnické konstrukce)
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Figure 7(b). Stress path at the invert Figure 7(d). Stress path at the right springline

Tang et al. (2000)
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Matematické pojmy

Maticovy pocet

@ Vektor: Jednorozmérné pole skalarnich velicin.
Znacime v, v;. Jednotlivé komponenty (slozky):

V=V,=[vy,Vo,Va,..., V]

V nasem pripadé budeme vétSinou uvazovat kartrézskou
soustavu soufadnic, t.j. n = 3.
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Matematické pojmy

Maticovy pocet

Pokud ma vektor fyzikalni vyznam, pak je nezavisly na soustavé
souradnic. (Dojde ke zméné jeho komponent, ale vyznam zlstane
zachovan). Napf. vektor rychlosti

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) |Numericke modelovani v aplikovanée geologii Geotechnologie 16/ 49



Matematické pojmy

Maticovy pocet

@ Jeden vektor do druhého pfevadime pomoci takzavené linearni
fransformace, kde lineadrnim operatorem je matice.

I 11 012 013 N
o | = | o021 o022 023 no
[3 031 032 033 n3
nebo piseme
fi = ojjn;

@ Pokud ma tato matice fyzikalni vyznam (vyznam je nezavisly na
soustavé souradnic), nazyvame ji tenzorem.
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Matematické pojmy

Matematické pojmy

Maticovy pocet

@ Tenzor (druhého radu): Linearni transformace jednoho vektoru do
jiného vektoru (viz. dale). ZnaCime T, T, o, 0j.

@ Stejné jako vektor muzeme tenzor vyjadfit pomoci komponent v
urCité soustavé souradnic. Vektor je jednorozmérné pole
skalarnich veli¢in, tenzor druhého radu miazeme vyjadrit pomoci

matice:
T T2 Ti3
T=| Ty T Tz
T3y Tzo Tas
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Matematické pojmy

Zapis operaci s vektory a maticemi

Budeme pouzivat tzv, indexovy zapis. Bude vyuzivano tzv. Einsteinovo

indexovani:

Pokud se v soucinu nebo v samostatne stojici proménné
vyskytnou dva stejné indexy, provede se soucet proménnych
probihajici pfes tyto indexy. Soucet neprobiha pro tzv. volny
index, ktery se vyskytuje i u proménné na levé strané rovnice.
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Matematické pojmy

Matematické pojmy

Zapis operaci s vektory a maticemi
Soucet dvou matic:

Tij = Gj + Hi

Ti1 T2 Tis Gi11+Hyw Gio+Hie Giz+ His
Tor Too Toz | = | Got+Hot Goo+ Hop Goz + Hos
T3y T3 Ts3 Gz1 + Ha1 Gzo+ Hap Gazz + Has
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Matematické pojmy

Zapis operaci s vektory a maticemi

Nasobeni matice skalarni veli¢inou:

Cj = aTj
Ci1 Ci2 Cis alyy aliz als
Co1 Cop Co3 | = | aloy alep alps
C31 Csz2 Cag alzy alzy als3
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Matematické pojmy

Matematické pojmy

Zapis operaci s vektory a maticemi

Nasobeni matice vektorem:

b = Tjq]
by T110d; + Ti202 + T1303
bo | = | To1di + Top0o + To3053
bs T31dy + Taodo + T3303

Obdobné definujeme nasobeni dvou matic:

Tik = ojjejk
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Matematické pojmy

Zapis operaci s vektory a maticemi

Skalarni soucin dvou vektoru:

c=1Lyv

=Hvi+ bW+ 3vs
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Zapis operaci s vektory a maticemi

Tenzorovy soucin:

Tij = bid
T Ti2 Tis bidy bid>
Tor Top Toz | = | body bo0b
Tz T3p T3 bsd;  bsadb
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Matematické pojmy

Maticové operatory

Jednotkova matice (tzv. Kroneckerovo delta) znacime 1;

1 00
1,=10 10
0O 0 1
Stopa
tro = Uij1ij
Euklidovska norma
|o|| = \/Tjioj
Smer o
= 'S
T o]
Deviator
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Matematické pojmy

Rotace soustavy souradnic

@ Pri zméné soustavy soufadnic se zméni komponenty vektoru ¢i
tenzoru, prestoze jejich fyzikalni vyznam zustane zachovan.

@ Pro pripad vektoru jsou jeho nové komponenty v Carkovanych
souradnicich pocitany pomoci

/
Vi = Qv
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Matematické pojmy

Rotace soustavy souradnic

X AX2
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Matematické pojmy

Rotace soustavy souradnic

Transformacéni matici Q je pro 2D ulohu mozno zapsat jako

COS « sin o
—Sina cos

Pti pootoCeni soufadného systému pro tenzor se jeho nové
komponenty vypoctou z

T = QuTuQy
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Matematicke pojmy

Rotace soustavy soufadnic a vlastni Cisla

@ Pro matici T hledame takovy skalar \ a vektor n, aby platilo
T,-jnj = >\n,-

n se oznacuje jako vlastni vektor a A jako vlastni Cislo.

@ Rotaci soutadnic Ize pro kazdou symetrickou matici (T; = T)
rotovat tak, ze prvky mimo hlavni diagonalu jsou rovné nule.

@ Nenulové diagonalni prvky jsou pak rovny vliastnim Cislim matice.
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Matematicke pojmy

Invarianty tenzoru

Invarianty jsou skalarni veliCiny vypocCtené ze slozek tenzoru, jejichz
hodnota se neméni se zménou soustavy souradnic. RozliSujeme ffi
invarianty, jez znacime Iy, I a k.

1. invariant lh = tr(T)
1

2. invariant I>

3. invariant I3 = det(T)
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Matematické pojmy

Invarianty tenzoru

Pro diagonalni tenzor

i1 0 O
T=10 Too O
0O O T33

se invarianty tedy vypoctou

hh = Ty + T2 + T33
b = —(T11Top + Too T3z + T33T44)
ls = T11TopT33
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Matematické pojmy

Derivace

Reprezentuje velikost zmény funkce v nekone¢né malém intervalu

A P
dp/dit=0

Ap [

|
|
| : dp/dt=0
Iy

At
Matematicka definice pro skalarni funkci p;

Ap

%— lim —

at - At—0 At
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Matematické pojmy

Derivace

Derivaci definujeme i pro vektorové funkce. Derivace vektorové funkce

Pty ma komponenty:

— % -—
dt

P _ |

at dt
dps

L dt -
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Matematické pojmy

Matematické pojmy
Gradient

Gradient udava smér normaly k pribéhu funkce. Pro funkci dvou
promeénnych f,, x,) Zapisujeme

of of Of
gradf—Vf_a—Xi_ 8—)(1’8—)(2
A2
n
I
f(x4 X 2) |
I X1
! >
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Matematické pojmy

Matematicke pojmy
Gradient

Gradient funkce f), kde o je vektor, udava smer normaly k plose f):

0oq
Moy | oer
oo | 902
of
[ Joz
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Kontinuum

Matematicka definice kontinua:

@ Matematické funkce popisujici kontinuum jsou spojité vcetné
svych derivaci

©@ Pripousti se konecny pocet ploch, kde podminka 1. neplati

Kontinuum predstavuje spojité prostredi, kde jsou vSechny veliCiny
definovany pro nekone¢né maly bod.
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[ Kontinum
Kontinuum

Pribéh mérené veliCiny v zavislosti na méritku:

o [kg/m] |
I I II | 1
l |
| |
+ AN

I I

I I

| |

I I log V [mS3]
1 1 3o
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Napéti

Pojem napéti zavedl Cauchy v roce 1793. Definoval jej jako silu
pusobici na danou plochu:

a

L
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Napéti

vvvvvv

Gy Ty T
T ¥ G."." TW

Tu Ty Ou

Je zfejmé, ze diagonalni slozky tenzoru napéti (T11, Too, T33) jsou
kolmé na infinitezimalni krychli kontinua, nazyvame je proto napeti
normalova (nékdy znacime o). Ostatni slozky se nazyvaji napéti
smykova (nekdy znaCime 7).
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Napéti
@ Pokud v bodé kontinua nepusobi dalSi sily ¢&i momenty (momenty

mohou pusobit v tzv. polarnim kontinuu) a bod je v rovnovazné
poloze, tenzor napéti je symetricky, tzn.

~5192
|~

Tj =T =2 2

1
Symmetry of the Stress Tensor

@ Pro kazdy tenzor napéti Ize pootocit soustavu souradnic tak, aby
smykova napeti (T; pro i # j) byla rovna nule. Nenulove
diagonalni ¢leny se pak nazyvaji hlavni napéti. Hlavni napéti
jsou vlastni Cisla tenzoru napeéti.
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Napéti

Znaménkova konvence

Komplikaci v orientaci v geotechnickych vypocétech ¢asto prinaseji dvé
rizné znameénkoveé konvence.

@ V mechanice kontinuua je zabéhnutd znaménkova konvence jez
oznacuje tahova napéti a pretvoreni jako kladna, tlakova jako
zaporna.

@ Tato konvence ma za nasledek Ze vypocty geotechnickych uloh
jsou méné prehledné, nebot v geotechnice ve vétsiné pripadu
figuruji tlakova napeti. Proto mechanika zemin vétSinou uvazuje
tlakova napéti jako pozitivni.

My budeme vétSinou uvazovat znaménkovou konvenci mechaniky
kontinuua.
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Napéti

Invarianty napéti

Pro popis stavu napjatosti Casto vyuzivame invarianty napéti, jejichz
hodnota je nezavisla na souradném systému.

@ Stfedni napéti p je modifikovanym prvnim invariantem napéti:

@ "Deviatorové" napéti g je modifikovany druhy invariant deviatoru

a—/2devT|

napeéti:
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Napéti
Invarianty napéti

Pro axisymetricky stav s diagonalnim tenzorem napéti (napf. pro
béznou triaxialni zkousku):

T, 0 O
T=(0 T, 0
0O 0 T,
se vztahy pro vypocet invariantl redukuji na
To+ 2T,
=- 2=
q=|Ta— T/

e Casto se v&ak pro triaxialni stav uvazuje g = To — T,
@ Pro definici tfetiho pouzivaného invariantu napéti si musime
vysvétlit pojem deviatorova rovina.
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Napéti

Invarianty napéti

Deviatorova rovina je uréena podminkou

trT =const. = Tq1=To = T3

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) |Numericke modelovani v aplikovanée geologii Geotechnologie 44 /49



Napéti
Invarianty napéti

@ V deviatorové roviné je konstantni prvni invariant napéti (stredni
napéti p). Je proto vhodna pro zobrazeni stavu napjatosti s
proménnym druhym a tfetim invariantem napéti.

@ Jako ftreti invariant napéti se vétSinou uvazuje Lodeho uhel o
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Pretvoreni

@ Pretvorenim se oznacuje zména délky vztazena k puvodni délce.
Nasledujici vypocCty jsou presné platné pouze pro infinitezimalni
(nekonecné mala) pretvoreni. Velka pretvoreni jsou mimo napln
tohoto kurzu.

@ Jednoosé pretvoreni:

AXy

-
Auy
€ ~ — T A
P
!
| AX,
AUQ :
€ ~ — |
3
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Pretvoreni

Pro Cisty smyk jenZz mizeme znazornit:

AXy Q;Q' !

|/} _
'Il\ﬂﬁf -

v -

AX,

-
-

definujeme Uhlové pretvoreni 15 jako

Au
V12 = 90° — ) = 012 + 021 =~ tanfqio +tanboy = L

JANI )

AXo

David Masin (Karlova Univerzita v Praze)
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Pretvoreni

Invarianty pretvoreni

Pro pretvoreni vyuzivame nasledujici invarianty:

@ Objemové pretvoreni ¢,
ey = tr(e)

@ Smykové pretvoreni eg

€s = \EII dev(e)||

David Masin (Karlova Univerzita v Praze)
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Pretvoreni

Invarianty pretvoreni

@ Pro axisymetricky stav s diagonalnim tenzorem pretvoreni (napf.
pro béznou triaxialni zkousku):

€a 0 O
€ — 0 €r 0
O 0 €r

se vztahy pro vypocet invariantl redukuji na

€v = €3+ 2¢r

2

€s = §|€a - €r|

@ Pro triaxialni zkousku se Casto uvazuje e = 2/3(eg — €/).
@ Dale |ze ukazat, ze pro nedrenovanou triaxialni zkousku plati
€s = €5 (@ samozfejmé ¢, = 0).
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