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]
Uvod

@ V této Casti prednasky se seznamime se zaklady matematického
modelovani mechanického chovani geomaterialu - tzv. konstitucni
modelovani.

lele

opakovani latky z predmétu mechanika zemin, ovsem vidéno z
perspektivy matematického modelovani.

@ Poté si postupné probereme jednotlivé pristupy k modelovani
zemin a shrneme jejich vyhody a nevyhody.
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Shrnuti chovani zemin

Nevratnost chovani zemin

@ Chovani zemin je nevratné (neelastické).
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q

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) Konstituéni modelovani Geotechnologie 4/65



Shrnuti chovani zemin

Vliv pérovitosti a napéti na vysledky drénované triaxialni zkousky

e Vliv pérovitosti e Vliv napéti
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Shrnuti chovani zemin

Vliv pérovitosti a napéti interpretované pomoci mechaniky kritickych stavu

T T
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Shrnuti chovani zemin
Mezni plocha stavu
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Shrnuti chovani zemin

Nelinarni chovani zemin

@ Nedrénovana triaxialni @ Tuhost vs. smykové
zkouska na jilu, pracovni pretvofeni v logaritmickém
diagram méritku
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Shrnuti chovani zemin

Zavislost chovani na sméru zatézovani

o Stejna draha napéti, ale @ Tuhost versus pretvoreni

rozdilna historie zatézovani
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Shrnuti chovani zemin

Zavislost tuhosti na drovni napéti

@ Tuhost pfi velmi malych pretvorenich Gy na londynském jilu
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Shrnuti chovani zemin

Zakladni aspekty chovani zemin které Ize modelovat pomoci
materialovych modelu:

@ Zavislost chovani na stfednim napéti a pérovitosti

@ Mezni plocha stavu

@ Nelinarni chovani zemin

@ Zavislost chovani na historii zatézovani

@ Zavislost tuhosti na Urovni napéti
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e Konstitucni modelovani zemin
@ Parametry versus stavové proménné
@ Pruznost
@ Elasto-plasticita
@ Hypoplasticita
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Parametry versus stavové proménné
Parametry versus stavové proménné

@ Vzdy musime rozliSovat parametry a stavové proménné.

@ Parametry: materidlové konstanty zavislé na typu zeminy, ale
nezavislé na jejich stavu (napf. Uhel vnitfniho treni v kritickém
stavu).

@ Stavové promenné: proménné charakterizujici stav (napéti, Cislo
porovitosti...).

@ "Parametry" nékterych modell zavisi na stavu, coz neni spravny
pristup k modelovani (napfiklad uhel vnitfniho tfeni
Mohr-Coulombova modelu).
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Parametry versus stavové proménné
Definice konstitu¢niho modelu

@ Konstitu¢nim (materialovym) vztahem rozumime matematickou
zavislost mezi deformaci materialu a jeho stavovymi veliCinami.

@ Obecna formulace konstitucniho modelu mize byt zapsana jako:

Ao = MAe

kde M je tzv. matice tuhosti.

@ Modely délime dle toho, jak matice M zavisi/nezavisi na prirtstku
deformace Ac a na stavovych proménnych.
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[ Konstituéni modelovani zemin IR
A4
Pruznost

@ Pruznost: M nezavisi na Ae.

@ M konstantni béhem zatézovani: linearni pruznost. Pokud M
zavisi na stavovych proménnych: nelinearni pruznost.

@ Linearni pruznost: Younguv modul E a Poissonovo Cislo v jako
parametry:

E v v 1—v

T (T+v)(1—2v) 1-2v

M

1—-2v
1—-2v

@ Zde tenzory napéti a pretvoreni jsou uvazovany jako vektory:

o = [011,022,033,012,013, 023]
€ = [€11, €00, €33, €12, €13, €23]
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[ Konstituéni modelovani zemin [ZIALS
A4
Pruznost

@ Fyzikalni vyznam Youngova modulu E a Poissonova cisla v je
takovy, ze pro triaxialni axisymetrickou kompresi plati
€
011 = Eeqq y=— 22
€11

@ |zotropni linearni elasticita se nekdy vyjadfuje pomoci smykoveho
modulu G a objemového modulu K, jez maji nasledujici vyznam:

q = SGES ,D — KGV
coz lze zapsat pomoci maticového zapisu

Ap | | K O Aey

Ag| | 0 3G Acs

Lze ukazat, ze vztah mezi G, K, E a v je nasleduijici:
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Pruznost
\Y4
Pruznost

@ Obecné plati, Ze pro linearni izotropni pruznost vzdy potfebujeme
pouze dva parametry. Ostatni mizeme dopocitat.

@ DalSim pripadem je oedometricky modul E ey jako pomeér
axialniho napéti a pretvoreni pfi oedometrické zkousce:

011 = Eoeq€11

@ D& se ukazat, ze
E(1—v)

Foed = (1+v)(1—2v)
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Shrnuti linearni pruznostsi

Linearné pruzny model predpovida/nepredpovida nasledujici aspekty
chovani zemin:

@ Zavislost chovani na strednim napéti a porovitosti
Mezni plocha stavu

Nelinarni chovani zemin

Zavislost chovani na historii zatéZovani

Zavislost tuhosti na urovni napéti
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Pruznost
Nelinearni pruznost

@ Duncan-Changuv (1970) model: Pracovni diagram triaxialni
zkousky charakterizovany pomoci hyperboly
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Pruznost
Nelinérni elasticita

@ Duncan-Changuv (1970) model, stejné jako ostatni nelinarné
elastické modely, reprezentuji pouze zatézovaci vétev pracovniho
diagramu. Nerealistické predpovédi odlehceni.

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) Konstituéni modelovani Geotechnologie 20/65



Shrnuti nelinearni pruznosti

Linearné pruzny model predpovida/nepredpovida/castecne nasledujici
aspekty chovani zemin:
@ Zavislost chovani na strednim napéti a porovitosti
Mezni plocha stavu
Nelinarni chovani zemin
Zavislost chovani na historii zatéZovani
Zavislost tuhosti na urovni napéti
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

@ Zakladni charakteristika elasto-plastickych modelu je
dekomposice pretvoreni na vratné (pruzné€) a nevratné (plastické).

Ae = Ae® + A€P

@ Zakladni formulaci modelu lze zapsat jako:
Ao = MPAe = MPAe® = M®(Ae — AcP)

To znamena, Ze pro konstrukci elasto-plastického modelu staci
znat elastickou matici tuhosti a prirlistek plastického pretvoreni.
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

@ Elasto-plastické modely zavadi koncept plochy plasticity. Pouze
stavy uvnitr nebo na plose plasticity jsou pripustné.

T
inadmissible state

admissible state

@ Uvnitf plochy plasticity, Ae® = 0. Na ploSe plasticity AeP # 0.

@ Pokud maji elasto-plastické modely plochu plasticity fixovanou v
prostoru napéti: idealni plasticita.
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Podminka plastického zatézovani

@ O tom, zda bude deformace elasticka nebo elasto-plasticka
rozhoduje podminka plastického zatéZovani Deformace materialu

je elasto-plasticka, pokud je stav na plose plasticity a sou¢asnée
pfirtstek pretvoreni smeruje k "priteZovani”

@ Pro vyhodnoceni podminky plastického zatézovani je treba
definovat zkusebni prirtstek napéeti Ac®

Ac® = MPAe
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Elasto-plastiota
Elasto-plasticita

Podminka plastického zatézovani

i
df/oc

Al

(b)

(a) Stav napéti je na plose plasticity a zkuSebni priristek Ac®
sméfuje vné plochu plasticity = Dochazi k elasto-plastickému
pritéZzovani.

(b) Stav napéti je na ploSe plasticity a zkuSebni pfiristek Ac*®
sméfuje dovnitf ¢i podél plochy plasticity = Odezva je elasticka.

(c) Stav napéti je uvnitf plochy plasticity = Odezva je elasticka.
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Elasto-plasticita

Smeér prirastku plastického pretvoreni

@ Smeér AcP je kolmy k plose plastického potencialu g. Tato plocha
je funkci napéti. Vypocet pomoci gradientu.

@ U idealné plastickych modelu je plocha plastického pontencialu
vétSinou volena tak, aby model pfedpovidal dilatanci pfi
zplastizovani.

¢Pll 9gloc
&0)

| S, £
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Sdruzena a nesdruzena plasticita

@ Pokud je funkce plastického potencidlu g(o) shodna s podminkou
plasticity f(o), hovofime o tzv. sdruzene plasticite (associated
plasticity), v opacném pfipadé o nesdruzené plasticite
(non-associated plasticity).
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Elasto-plasticita

Podminka konzistence

@ Velikost prirtstku plastickych pfetvoreni pocitana z podminky
konzistence (po prirustku pretvoreni musi pfi elasto-plastickém
zatézovani stav zUstat na ploSe plasticity).

flo+do) =0
A fle) =0

;)
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Podminka konzistence

@ Vyznam prirustku plastického pretvoreni Ae v elasto-plastickém
konstitucnim vzathu |ze demonstrovat nasledovné:

Ao = M®: (Ae — AeP) = M®: Ae—MP®: AeP = Ao®—MP®: AP

@ Ao nazyvame pruzny prediktor prirGstku napéti a M€ : AeP
plasticky korektor.

@ Z obr je patrné, jakym zplisobem je sestavena podminka
konzistence.

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) Konstituéni modelovani Geotechnologie 29/65

Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Priklad idealni plasticity - Mohr-Coulombdv model

@ Mohr-Coulomblv model je nejrozsifenéjsi model v
geomechanickych aplikacich.

@ Jedna se o model idealni plasticity, ma tedy fixni plochu plasticity.
Definovana pomoci parametra uhlu vnitrniho treni ¢ a soudrznosti
C.

G,
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Priklad idealni plasticity - Mohr-Coulombdv model

@ Plasticky potencial definovany s vyuzitim parametru uhel dilatance
(&

@ ¢ definuje pomér normalovych a smykovych pretvoreni v prostém
smyKku.
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Elasto-plasticita

Priklad idealni plasticity - Mohr-Coulombdv model

e Uhel dilatance také kontroluje pomér objemovych a smykovych
pretvoreni v triaxialni zkousce.

ql\

AgP

Vv

AP\ | Al 6siny
3-siny

Y

@ Uvnitf plochy plasticity Mohr-Coulomblv model predpovida
linearné isotropné elastické chovani: parametry E a v.
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Mohr-Coulombiv model - kalibrace a vyznam parametr(

@ Younguv modul E:

180 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.0 ‘ P erlment .
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120 | ] 0
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Mohr-Coulomblv model - kalibrace a vyznam parametr(

@ Poissonovo Cislo v:

180 ——
160 | {““\\ f
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Mohr-Coulombiv model - kalibrace a vyznam parametr(

@ Uhel vnitiniho tfeni ¢ a efektivni soudrznost ¢ — vliv parametrti na
predpovéd drénované triaxialni zkousky (v grafech pouze vliv ¢, v
daném zobrazeni pro jednu zkousku je vliv ¢ ekvivalentni).
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Mohr-Coulomblv model - kalibrace a vyznam parametr(

@ Uhel dilatance 1:
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Elasto-plasticita
Mohr-CoulombUv model - omezeni

@ Mohr-Coulombuiv model méa dva zakladni nedostatky:

@ Cislo pérovitosti (ulehlost) nejsou uvazovany jako stavové
proménni. Rozdilné parametry pro rozdilné relativni ulehlosti.

@ Linearné elastické chovani uvnitf plochy plasticity: nepredpovida
nelinarni chovani zemin.

g4 g
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Elasto-plasticita

Mohr-Coulombuiv model - omezeni

@ Jiny problém: linarné elasticka matice tuhosti implikuje nezavislost
objemovych a smykovych deformaci.

a0 sa )l ar]

@ To vede k pfehodnoceni smykové pevnosti zemin.

q

Mohr—Coulomb failure envelope

c, experiment
experiment
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Elasto-plasticita
Elasto-plasticita

Mohr-Coulombuiv model - shrnuti

Zakladni aspekty chovani zemin které Ize modelovat pomoci
materialovych modell vs. Mohr-Coulombiiv konstitu¢ni model:
(Ano/Ne)

@ Zavislost chovani na stfednim napéti a poérovitosti (MC: constantni
uhel vnitfniho tfeni a dilatance)

@ Mezni plocha stavi (MC: pouze podminka porusenti)

@ Nelinarni chovani zemin (MC: konstantni modul pruznosti)

@ Zavislost chovani na historii zatezovani (MC: tuhost nezavisla na
historii zatézovani)

@ Zavislost tuhosti na Urovni napéti (MC: konstantni tuhost)
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Plasticita se zpevnenim

@ Zemina se chova nelindrné daleko predtim nez je dosazeno
finalniho stavu poruseni.

c

A
Y

[ "
D'\
F
PR 85
O p, P, p

Isotropic loading-unloading
Drained triaxial test
@ Zemina si "pamatuje" predchozi maximalni zatizeni.
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Plasticita se zpevnenim

@ K predpovidani tohoto fenoménu, plocha plasticity musi zaviset na
dalsich stavovych proménnych (jako prekonsolidaéni napéti nebo
Cislo pérovitosti).

@ Navic k tomu, plocha plasticity je uzavrena v prostoru napéti
(timto zplsobem jsou predpovidany nevratné deformace pro
drahy napéti které nevedou k poruseni).

~— flo+do,q+dq) =0

AI

—— flo,q) =0
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Model Cam jilu

@ Zakladni model plastcity se zpevnénim: Model Cam jilu (Roscoe
and Burland, 1968).

@ Zalozen na mechanice kritickych stavu. Pripomenme
experimentalni zaklad:
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Model Cam jilu

@ Kazdy model plasticity se zpevnénim je tvofen nasledujicimi
komponenty: elasticka matice tuhosti, plocha plasticity, zakon
zpevneni (nové oproti idealné plastickym modeliim), plasticky
potencial.

@ Elasticita: isotropni elasticita, s parametry smykovy modul G a
parameter x, ktery kontroluje objemovy modul K = p(1 + e)/x

1+e

Isotr. normal compression line

/Isotr. unloading line

K

current state

1

Critical state liné-..

P Inp
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Model Cam jilu

@ Plocha plasticity modelu Cam jilu ma elipticky tvar. Jeji velikost je
kontrolovana prekonsolidacnim napétim pe.

q

Mpc/2 )
In

P2 A 3 — sin ¢

@ Pomér poloos elipsy je kontrolovan parametrem M, ktery je pro
triaxialni kompresi vztazen ke kritickému uhlu vnitfniho tfeni dle
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Model Cam jilu

@ Zakon zpevneni modelu Cam jilu specifikuje zavislost plochy
plastcity na plastickych objemovych pretvorenich

~ pc(1+¢€)

AD,. —
Pc N .

p
JANY

@ Vyvoj p. je definovan tak, aby smérnice ¢ary isotropni normalni
konsolidace byla definovana parametrem \

1+e

Isotr. normal compression line

/Isotr. unloading line

K

current state

1

Critical state liné-.._

P Inp

Konstituéni modelovani
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Model Cam jilu

@ Plasticky potencial modelu Cam jilu je asociovan s plochou
plasticity (je shodny s plochou plasticity, f = g).

Sel [
~ 7 8D
9 = el
- ’|M
P
pt p'

Konstituéni modelovani
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Model Cam jilu

@ Drénovana triaxialni zkouska na lehce prekonsolidované zeminé

AQ q A
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Model Cam jilu

@ Drénovana triaxialni zkouska na lehce prekonsolidované zeminé

AQ q A
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Model Cam jilu

@ Drénovana triaxialni zkouska na lehce prekonsolidované zeminé

AQ eP q A
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Model Cam jilu

@ Drénovana triaxialni zkouska na lehce prekonsolidované zeminé
AQ

SP
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Model Cam jilu

@ Drénovana triaxialni zkouska na silné prekonsolidované zeminé

\a e q 4

=
€s
€s
=
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Model Cam jilu
@ Drénovana triaxialni zkouska na silne prekonsolidované zeminée
Ad eP
=
€s
€s
=
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Model Cam jilu

@ Drénovana triaxialni zkouska na silné prekonsolidované zeminé

\a e q 4

=
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=
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Model Cam jilu
@ Drénovana triaxialni zkouska na silne prekonsolidované zeminée
Ad eP
=
€s
€s
=
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Konstituéni modelovani zemin Elasto-plasticita

Model Cam jilu

Omezeni

@ Model Cam jilu pfedpovida nelinearni chovani normainé

konsolidovanych jilu
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Model Cam jilu

Omezeni

@ Problemati¢téjsi je ovSem prfedpovéd chovani prekonsolidovanych

zemin.
250 0.02 ‘ — ‘ ; ;
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@ Unhel vnitiniho tfeni ve vrcholovém stavu prehodnocen. Casto je
méné presné vyuzit model Cam jilu nez model Mohr-Coulombuv!

@ Elastické chovani uvnitf plochy plasticity — model nepfedpovida
nelinearitu tuhosti.
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Elasto-plastiita
Model Cam jilu

Shrnuti

Zakladni aspekty chovani zemin, predpovéd pomoci vs. Modelu Cam
Jilu: )
(Ano/Ne/Castecne)

@ Zavislost chovani na strednim napéti a pérovitosti (MCC: nicméné
vrcholova pevnost prehodnocena)
@ Mezni plocha stavu

@ Nelinarni chovani zemin (MCC: Nelinearita pouze u normalné
konsolidovanych zemin, neni tuhost pfi velmi malych pretvorenich)

@ Zavislost chovani na historii zatézovani (MCC: V elastické oblasti
neni tuhost zavisla na historii zatézovani)

@ Zavislost tuhosti na drovni napeti (MCC: Pouze objemova tuhost
je zavisla).

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) Konstituéni modelovani Geotechnologie 57 /65

Elasto-plastiita
Model Cam jilu

Alternativy

@ Bez diskuse, modely idedlni plasticity a plasticity se zpevnénim
zaloZzené na jedné plose plasticity nejsou schopné predpovidat
nékteré zasadni aspekty mechanického chovani zemin.

@ Alternativou jsou pokrocilé elasto-plastické modely zaloZzené na
kinematickém zpevneni. Ty jsou ovéem Casto komplikované pro
implementaci a vyuziti.

@ Druhou alterantivou jsou hypoplastické modely. Zaklady
hypoplasticity budou nyni probrany.
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Hypoplastia
Zaklady hypoplasticity

@ Hypoplasticita se odliSuje od elasto-plasticity tim, ze nedéli
pretvofeni na vratnou a nevratnou Cast.
@ | presto predpovida zakladni aspekty chovani zemin, jako je
nelinearita, nevratnost chovani a poruseni.
@ Podminka plastického zatéZovani je nahrazena rovnici nelineérni
v Ac
Ao = E1Ae — E|A¢|

s moduly Eq > E,> > 0 (1D verze).

@ P¥i pfitizeni (Ae > 0), tuhost
E=E - E

@ Pri odlehceni, tuhost E = E; + E>

@ VysSi tuhost pfi odlehceni nez pfi
pritizeni, bez nutnosti plastického

. pretvoreni.
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Hypoplasicta
Zaklady hypoplasticity

Modelovani nelinearity

@ Nelinearni chovani je modelovano uvazovanim Eq a E, jako
funkci stavovych proméennych.

@ Prvni krok je zohlednéni zavislosti tuhosti na napéti

0 0

-0.05 i -0.05 \

0.1 -0.1
= 015 = 015
(] o

-0.2 -0.2

-0.25 -0.25

03 N B e -03 B ———

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200
s1 [kPa] s1 [kPa]
Ao = EjAe — E5| A€ Ao = CyoAe — Coo|A¢]
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Hypoplasticia
Zaklady hypoplasticity

1D hypoplasticita pro smyk

A I
%6 e Jednoduchy 1D hypoplasticky
model pro smyk:
E £
-
AT =E [Afy — ( > \Afﬂ]
Tmax
~Omax

@ Kdyz r = 0 a pritizeni (A~ > 0), pak je tuhost E.
@ Kdyz 7 = tmax a pfitizeni, pak je tuhost 0 (pfedpovéd poruseni).
@ KdyZz 7 = max @ odlehceni, pak je tuhost 2E.
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Konstituéni modelovani zemin Hypoplasticita

Zaklady hypoplasticity

2D hypoplasticky model pro stlaceni a smyk

@ V predchozim jsme definovali dva oddélené modely, jeden pro
kompresi a druhy pro smyk. Jejich kombinace pro 2D model muze
byt napriklad:

Ao | | L, O Ae | | N, O IANd
AT | | 0 L, A~y 0 N | A~
@ Tato formulace neni sdruzena, coz znamena ze smykové napéti
nevede k objemovym deformacim a naopak.

@ Nakonec zohlednime sdruzeni smykovych-objemovych zmén
timto zplsobem:

2[5 2]l5]-[)

kde \/Ae2 + A~2 je norma (velikost) pFirtstku pretvoreni.

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) Konstituéni modelovani Geotechnologie 62 /65




Hypoplastia
Zaklady hypoplasticity

@ Skutecné hypoplastické modely samoziejmé musi byt definovany
v 3D prostoru. Obecna formulace modelu je pak nasledujici:

Ao = LAe + N||A¢||

@ Nejobtiznéjsi ¢ast ve vyvoji hypoplastickych modelu je
samozrejme volba modult £ a N.
@ Princip volby £ a N vychazi z 1D postupu demonstrovaného vyse.

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) Konstituéni modelovani Geotechnologie 63 /65

Konstituéni modelovani zemin Hypoplasticita

Hypoplasticita jako model nelinearniho chovani zemin
Shrnuti

Pokrocilé hypoplastické modely pak mohou predpovidat vSechny
dulezité aspekty mechanického chovani zemin:

@ Zavislost chovani na stfednim napéti a pérovitosti.

@ Mezni plocha stav.

@ Nelinarni chovani zemin.

@ Zavislost chovani na historii zatézovani.
9

Zavislost tuhosti na Urovni napéti.
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Hypoplasticita
7
Shrnuti

@ Chovani zemin je komplikované a jednoduché modely jako model
Mohr-Coulombuv nevystihuji jeho chovani dostatecné presné.

@ Mohr-Colomblv model v podstaté predpovida spravné pouze tvar
plochy plasticity. To je v pofadku pro vypocty stability. Model je
nicméné nevhodny pro predpoveédi deformaci.

@ Elasto-plasticita se zpevnénim a jednou plochou plasticity (Cam
clay) je vyborny koncept, ale neni ve vysledku lepSi nez
Mohr-Coulomb pro kvantitativni predpoveédi.

@ Pro spravné predpovédi deformaci geotechnickych konstrukci
musime zohlednit nelinearni chovani zemin. Prikladem téchto
modell jsou pokrocilé elasto-plastické modely a hypoplasticita.
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