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Numerické metody

Numerické metody
Prehled

@ VétSina geotechnickych problému je natolik slozita, ze ulohy, jez
vedou na soustavu parcialnich diferencialnich rovnic, neni mozné
resit analyticky.

@ Muzeme je ale fesit priblizné (v kone¢ném poctu bodu prostoru a
¢asu) pomoci numerickych metod. Mezi v geomechanice
nejpouzivanéjsi numerické metody patfi:

@ Metoda siti — Jinak také nazyvana metoda konecnych diferenci.
Zalozena na diskretizaci parcialnich diferencialnich rovnic
popisujicich dany problém.
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Numerické metody

Numerické metody
Prehled

@ Metoda konecnych prvki — V geomechanice nejpouzivanejsi
numericka metoda, vyvijena od padesatych let minulého stoleti.
PIné vyuziti bylo mozné az s nastupem vypocetni techniky.

@ Zalozena na principu virtualnich praci, feSime podminky
rovnovahy vnéjSich a vnitrnich sil.

@ Metoda oddélenych prvku — NejpouzivanéjSi metoda pro
diskotinuum (vhodna pro feSeni problému v rozpukaném
horninovém masivu, apod.).

Studovana oblast je opét rozdélena na prvky (reprezentujici zrna
Ci skalni bloky). V tomto pfipadé jsou sice zrna povazovana za
kontinuum (vétSinou dokonale tuhé), ale vysledné chovani je dano
pravidly interakce mezi jednotlivymi prvky.
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Jadro reseni ulohy - bilan¢ni rovnice

@ Bilanc¢ni rovnice (zakony zachovani) predstavuiji zakladni fyzikalni
principy jez musi byt splnény nezavisle na modelovaném
materialu.

@ V Ulohadch geomechaniky se jedna predevsim o

e Zakon zachovani hmotnosti
Izolovana soustava hmotnych objektu ma celkovou
hmotnost konstantni

e Zakon zachovani hybnosti

Izolovana soustava hmotnych objektu ma celkovou
hybnost konstantni

@ Zakon zachovani hybnosti vede k parcialni diferencialni rovnici. Tu
musime feSeit pomoci numerickych metod.
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Metoda sit
Metoda siti

@ Princip feSeni tlohy pomoci numerickych metod si budeme
demonstrovat na zakladé metody siti.

@ Metoda siti je jinak také nazyvana metoda konecnych diferenci.
Zalozena na diskretizaci parcialnich diferencialnich rovnic
popisujicich dany problém.

@ Rovnice diskretizujeme v prostoru i case! Hledame tedy feSeni v
kone¢ném mnozstvi bodl prostoru a kone¢ném mnozstvi
¢asovych okamziku.

@ Pracujeme pfimo s parcialnimi diferencialnimi rovnicemi, fikame
Ze feSime tzv. silnou formulaci (strong form) problému. Opakem je
slaba formulace (weak form), kdy pracujeme s feSenim
integrovanym pres plochu prvku — toto vyuzivd metoda konecnych
prvku.
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Metoda siti
Metoda siti

@ V pripadé diskretizace prostoru nahradime derivace z parcialnich
diferencialnich rovnic diferencemi nasledujicim zpusobem (pro
tzv. implicitni algoritmus):

of(x,t)  f(x+dx,t) —f(x—dx,t)
ox 2dx

fix,t)

fix)

_________________________

L s 4 fox+dx,t)—fix—ds1)

1 ]
Xie1 X Xiyl
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Metoda siti
Metoda siti

@ Diskretizace Casu vétsSinou probiha tzv. explicitnim algoritmem:

Of(x, 1) _ f(x,t+ dt) — f(x, 1)
ot di

Jix.1)

fixy)

f(x. [ Lo [ ;ﬁx‘*.dx’t) '—ﬂxrt)
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Metoda siti
Metoda siti

@ Obdobnym zpusobem muzeme nahrazovat i derivace druhého
radu. Vyuzivame tzv. Taylorova rozvoje:

O2f(x, 1) _ f(x+ dx,t) — 2f(x,t) + f(x — dx, t)
oxe dx?
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Metoda siti
Metoda siti

Jednoosa konsolidace

@ Metodu siti si budeme demonstrovat na jednoduchém prikladu
jednoosé konsolidace.

@ V tomto pfipadé z bilancnich rovnic a pruzného konstitucniho
vztahu plyne nasledujici rovnice pro jednoosou konsolidaci:

ou_ o
ot~ V922

kde u je pérovy tlak, ¢, je soucCinitel konsolidace, t je Cas a z je
hloubka.
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Metoda siti
Metoda siti

Jednoosa konsolidace

@ Rovnice vyjadfuje, Ze zména pdrového tlaku je pfimo umérna
zakfiveni profilu pérového tlaku s hloubkou:

> U
| e l(z-dz,t)
dz
3" - - - - - -~ u(z, t)
dz
Tttt u(z+dz,t)
VZ
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Metoda siti
Metoda siti

Jednoosa konsolidace

V rovnici
ou 92U

— =
ot~ ' 9z2
nahradime derivaci podle ¢asu pomoci explicitniho algoritmu

ou  u(z,t+dt)—u(z,t)

ot dt

a derivaci podle hloubky pomoci implicitniho algoritmu

O?u  u(z+dzt)—2u(z,t)+ u(z— dz,t)
0z2 dz?2
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Metoda siti
Metoda siti

Jednoosa konsolidace

e Casoprostor diskretizujeme napt. nasledujicim zptisobem:
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Metoda siti
Metoda siti

Jednoosa konsolidace

S vyuzitim nahrady derivaci diferencemi pro danou diskretizaci
ziskame

t+1 t 5 t ot t
ou _ U —y 0°u _ U 2U; + Uj 4
ot at 072 adz2

Dosazenim do zakladni rovnice mame

t+1 .t t t t dt
Ut = Ui+ oy (Ui — 207 + Uyq) 422
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Metoda sit
Metoda siti

Jednoosa konsolidace

Rovnici
at

dz2

snadno vyresime pro prislusné okrajové a pocatecni podminky

1 _ ot t t ot
Ut = Ui+ ey (Uiq — 207 + Uy q)

@ Pocéatecni podminky: u(x, 0)
@ Okrajové podminky:

U(Zmin, t) = 0, U(Zmax, t) = 0 pro oboustrannou drenaz

W = 0, U(Zmax, t) = 0 pro jednostrannou horni drenéaz
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Okrajové a pocatecni podminky

@ Je zfejmé, ze matematickym modelem muizeme postihnout pouze
koneénou Cast prostoru.

@ Na okrajich oblasti je tfreba predepsat bud’ hodnoty uvnitr
hledanych neznamych veliin, anebo jejich derivace pro v§echny
vypoctové kroky (jinak by mély diferencialni rovnice popisujici
problém nekoneéné mnoho feseni) — okrajové podminky.

@ Pocatecni podminky predstavuji hodnoty neznamych veli€in uvnitf
feSené ulohy na pocCéatku vypoctu.

@ PrestoZze maji poCateéni podminky znacny vliv na vysledky
vypoctu, jejich urCovani je u geomaterialtl ¢asto obtizné (napf.
meéreni napéti a urCovani objemové hmotnosti in situ).
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Metoda kone¢nych prvku

@ V geomechanice nejpouzivanéjsi numericka metoda pro feseni
okrajovych uloh.

@ Vyvijena od padesatych let minulého stoleti, jeji plné vyuziti bylo
mozné az s nastupem vypocetni techniky.

@ Princip metody koneénych prvku si v ivodu demonstrujeme na jeji
jednorozmérné formulaci s linearné elastickym konstitucnim
vztahem.
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Numerické metody Metoda konecénych prvku

Metoda konecnych prvku
MKP v 1D

@ Jednorozmérny problém si rozdélime na sérii elementl s délkou /,
jez jsou spojeny v uzlech. Posuny uzld budou znaéeny u,1 a Uyo.

i+1

David Masin (Karlova Univerzita v Praze) Numerické metody Geotechnologie 18/36



Numerické metody Metoda konecnych prvkl

Metoda kone¢nych prvku
MKP v 1D

V dalSim kroku si definujeme tzv. interpolacni funkci, jez nam bude
udavat rozlozeni posunu v celém jednorozmérném kone¢ném prvku
na zakladé posunu jednotlivych uzlU.

Uz = Niuz1 + Nouyo

Coz muzeme zapsat pomoci vektorového zapisu (vektor posunuti uzld
oznacime d = [u,1, Uy2])
UZ — N . d

V nejjednodussim pripadé bude funkce N predepisovat linearni zménu
posunu uvnitf prvku. (z je definovano v ramci lokalni soustavy
souradnic pro kazdy element)

| —Zz b4
Ny = —— N2:7
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Metoda konecnych prvku
MKP v 1D

Pomoci interpolacni funkce mizeme vypocitat rozlozeni pretvoreni e,
pro jakykoli bod elementu.

—auz—aN1u _|_6_IV2U —@d
2T 9z T oz T 5z "R T 5z

Pro nas jednorozmérny element evidentné plati

. Uzo — Uz
€ = —/

Pretvoreni je tedy pro rlizné soufadnice z konstantni.
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Numerické metody Metoda koneénych prvkua

Metoda konecnych prvku
MKP v 1D

Uzlové posuny budou zpusobeny uzlovymi silami F a F»

i+1
. & 0 —A---
TF 2 _L"zZ
i , ]
=~
i-1 T F

Pro nase rfeSeni pozadujeme aby sily plsobici v uzlech na jednotlivé
elementy byly v rovnovaze. VyuZijeme tzv. Princip virtualnich praci jez

fika, ze:
Téleso je v rovnovaze, jestlize pro libovolé pripustné virtualni
posuny bodu télesa je virtualni prace vnitrnich sil rovna

virtualni praci vnéjsich sil
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Numerické metody Metoda koneénych prvku

Metoda konecnych prvku
MKP v 1D

Princip Ize dobre demonstrovat na pripadé jediné pruziny:
strain energy

energy

total energy

g

-~
~

x=W/AE, =
potential energy

21/36

Prace vnéjsich sil je dana zménou potencialni energie zavazi (— Wx)
Préce vnitinich sil je dana silou nutnou k deformaci pruziny (3; AEyx?)

Celkova energie systému je tedy
1 2
V = ZAon — Wx
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Metoda konecnych prvku
MKP v 1D

Prace vnéjSich sil bude rovna préaci vnitfnich sil v situaci, kdy je
celkova energie systéemu minimalni, tedy pro 0V /0x = 0, coz je
spinéno pro x = IW /(AEy)
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Metoda konecnych prvku

@ Ve 2D a 3D, diskretizujeme oblast pomoci sité metody konecnych
prvku

| (Subplane 46] | (Subglane 47)| Fes Prre (55 41¥

Ex

©ep 2o e 58 E 5 3B B R
8888888838 ¢888¢8¢8s
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Metoda konecnych prvku

@ Na zakladé znalosti geometrie prvku, typu prvku a materialovych
vlastnostech sestavime tzv. globalni matici tuhosti K, ktera
vztahuje uzlové posuny a vnéjsi sily systému.

AR=K. AU

kde AR je vektor priristku vnéjSich sil ve vSech uzlech a AU je
vektor pfirastku posunu v uzlech.

@ Vnirni sily v prvcich AF ziskame z pfetvoreni prvku Ae a

konstitucnich modelu
Ao = MAe

napéti v prvcich o musime extrapolovat do uzli abychom ziskaly
vnitfni uzlové sily.
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Metoda konecnych prvku

@ Rovnovéahu vnitfnich a vnéjSich sil hledame pomoci iteracni

v

r'*'AtR ———— . _ _ .

H—AtR_ t+AtF( 0)

'R

t t+Az
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Metoda oddélenych prvku

@ Modely mechaniky kontinua patfi k nejpouzivanéjSim
matematickym nastrojum v geomechanice.

@ Pro reSeni nékterych uloh vS§ak modely mechaniky kontinua
nejsou vhodné, zejména potom tam kde je chovani vyznamné
ovlivnéno partikularni povahou materialu (rozpukany horninovy
masiv. ..) a také tam kde dochazi k vyrazné lokalizaci deformace
(smykova zo6na - pri vyuziti MKP dochazi k tak velkym deformacim
element, ze je vypocCet nepresny).

@ NejznaméjSim reprezentantem modelu diskontinua je Metoda
oddelenych prvka.
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Metoda oddélenych prvku
@ Studovana oblast je opét rozdélena na prvky (reprezentujici zrna
¢i skalni bloky). V tomto pfipadé jsou sice zrna povazovana za

kontinuum (vétSinou dokonale tuhé), ale vysledné chovani je dano
pravidly interakce mezi jednotlivymi prvky.

Problém konstituCnich vztahd v kontinuu se tedy prenese na
uroven kontakta.
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Metoda oddélenych prvku

@ Zména kontaktnich normalovych sil AF, se vypocte z fiktivniho
prekryti prvkd v misté kontaktu jako

AFn — knAn

k. predstavuje normalovou tuhost kontaktu a n velikost prekryti
An = v,At, kde v, je rychlost Castice.

model kontaktu:
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Numerické metody Metoda oddélenych prvki

Metoda oddélenych prvku

@ Kontaktni silu v tangencialnim sméru Fg ziskame analogicky,
uvazujeme ale navic moznost plastické deformace na kontaktu.

@ Vypocet celkového pretvoreni ma dynamicky charakter. Je
zaloZen na aplikaci 2. Newtonova zakona, z nehoz se ziska
zmeéna rychlosti:

@ P¥i vypoCtu je dllezita vhodna volba ¢asového kroku, tak aby se
vzruch v praibéhu jednoho kroku mohl §ifit jen mezi sousednimi

prvky.
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Metoda oddélenych prvku

@ Do vypoctu se také musi zavést flumeni, jinak by dochazelo k
nekoneénym oscilacim diky setrvaénym sildm. Vysledé vztahy lze

zapsat jako
av _ > (F+D)-Cv
m— = d (F+D)—Cv; Av= = At

@ Kde D znaéi kontaktni tlumeni (D = cv, ¢ je vazkost kontaktu) a C
globalni tlumeni.

@ Prestoze metoda oddélénych prvkl predstavuje vyznamné
doplnéni moznosti numerickych metod pro kontinuum, jeji
praktické vyuziti je stale limitovano mnohymi nevyhodami a
nedostatky—
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Metoda oddélenych prvku

Nevyhody

@ Tvar prvku. NejCastéji se pouzivaji kruhové (kulové) prvky, nebot
prvky nepravidelného tvaru jsou narocné na numerické
zpracovani.

@ Rozmér ulohy. VétSina vypoctu probiha ve 2D. Nesimulujeme pak
chovani kulovych zrn, nybrz valecku!

@ Chovani kontaktt a urcovani parametrt. Problém konstitu¢nich
vztahl v kontinuu se pfenese na uroven kontaktnich vztah( mezi
prvky. Parametry pro chovani kontaktu jsou pak velmi obtizne
kalibrovatelné.

@ Vypocetni kapacita. | pres rychly rozvoj vypocetni techniky je
stale vypocetni kapacita nedostate¢na pro reSeni skute¢nych
geotechnickych uloh.
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Metoda oddélenych prvku

P¥iklady

@ Priklady uloh feSenych pomoci metody oddélenych prvkl s
vyuzitim software Yade
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Geotechnicky software

@ V dnesni dobé je modelovani provadéno standardné ve vétsiné
geotechnickych firem s vyuzitim software s uzivatelsky pfistupnym
grafickym rozhranim.

FLAC (http://www.itascacg.com/flac) - Nejpouzivanéjsi software
metody siti

Main el — Tabs
Vhodny pro feSeni prob- e :
lémU u nichz dochazi k e YL
vetsim  deformacim (v - i
tomto pfipadé prestava .
byt obecné pouzivanejsi T
metoda konecCnych prvkl e
efektivni). aese,” = N\ gz
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[ Geotechioky software_
Geotechnicky software

@ PLAXIS (http://www.plaxis.nl) - software pro metodu konecnych
prvku, asi nejpouzivanéjsi software v geotechnickych firmach.

it View Geometry Deformations Stresses Window Help
7 a0 [Shadngs =]
mala AL aEE =

Vyvijeny specificky pro BB A e
geotechnické ucely — velky
vybér materialovych mod-
elt a typ analyz. Grafické
rozhrani - vyhodné pro
rychlé sestaveni modelu,
nevyhodné pro slozité
problémy (Spatna kontrola S
vstupnich Gdaju). e o
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7 A4
Zaver

@ Predstavili jsme si tfi zakladni numerické metody vyuzivané v
geotechnickych aplikacich: metoda konecnych prvku, metoda siti
a metoda oddélenych prvku.

@ Metody pro kontinuum zalozeny na tzv. bilancnich rovnicich - tyto
zakony musi byt splnény nezavisle na reSeném problému.

@ Bilan¢ni rovnice vedou na parcialni diferencialni rovnice. Pro jejich
reseni je nutné znat pocatecni podminky (na zaCatku vypoctu) a
okrajové podminky (v celém prubéhu vypoctu).

@ Materidlovy (konstitucni) model uzavira ulohu, s jeho pomoci
ziskavame vnitrni sily systému a hledame jejich rovnovahu se
silami vnéjSimi.
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