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2. Formulace problému

V roviné dana mnozina n bodu {p;} tvoficich vrcholy m mnohouhelnik

Dano:
ano {P} abod g.

Hledame: Mnohouhelnik P obsahujici bod g = tzv. Point Location Problem.

Problém Casto fesen v GIS.
Mapa predstavuje planarni rozdéleni roviny do regiond, bod g napt. polohu kurzoru.
V praktickém zivoté ¢asto potfebujeme znat svoji polohu vzhledem k jinym objektim.

Rychlé nalezeni hledaného mnohouhelniku nezbytné.
Data sety mohou byt tvofeny stovkami tisic i miliony mnohouhelniku.

Nutno nalézt datové struktury a algoritmy umoznujici efektivné fesit pro konvexni i
nekonvexni mnohouhelniky.

PouZiti: triangulace nekonvexnich oblasti, mnoZinové operpeeT PIStgTaV Ajinterpplage




Uvod do problému!

3. Techniky reSeni problému

Techniky feSeni:

@ Prevedeni problému na vztah bodu a mnohouhelniku
Problém preveden na Ulohu opakovaného ur¢eni polohy bodu vzhledem k
mnohouhelniku.
Snadna implementace, avSak pomalejsi.

@ Planarni déleni roviny
Rovina rozdélena na mnozinu pasu ¢i lichobéznik(l (trapezoids).
Vznika trapezoidalni mapa.
Vyrazné rychlejsi vyhledani mnohouhelniku, implementace obtizna.
Pro vyhledavani pouzivany specialni datové struktury (binarni stromy).

Varianty feSeni:
@ Nekonvexni mnohouhelniky: nej¢astéjsi varianta.
@ Konvexni mnohouhelniky: specialni pfipad, Delaunay triangulace, Voronoi

g B BEEINREARE I G T ]
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Uvod do problému!

4. Princip testu polohy bodu a mnohouhelniku

Lokalni procedura. Opakované urceni @ Bod g lezi uvnitf konkrétniho
polohy g vzhledem k mnohouhelniku. mnohouhelniku.

Vysledek lokalni procedury: e Bod g le%i na hran&/uzlu

@ Bod g lezi uvnitf testovaného mnohouhelniku (inciduje s vice
mnohouhelniku: g € P. mnhothelniky).

@ Bod q lezi vné testovaného
mnohouthelniku: g ¢ P.

@ Bod g lezi na hrané testovaného

mnohothelniku: g € OP. 91 Q,
Q2 ®
Globalni procedura. LokaIni procedura © Q,
opakovana pro V mnohouhelnik P. 2k ©
Vysledek globalni procedury: UQ3
@ Bod g lezi vné vSech
mnohouhelniki
[T TIFFTTETEIT E TR
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5. Regeni pro konvexni mnohouhelniky

Lokalni procedura realizovana nej€astéji dvéma zplsoby:
@ Test polohy bodu vici kazdé hrané mnohouthelniku (opakovany Half-plane test).
@ Paprskovym algoritmem (Ray Crossing Algorithm).

Opakovany Half-plane test:

Bez predzpracovani.

Na kazdou stranu mnohouhelniku (pi, pi+1) @ bod g aplikovan test.

Vysledky vSech testu stejné < g € P.

Algoritmus 1: Test polohy g vzhledem k P (HalfPlane test).

1: Opakuj pro V stranu (pi, pit1):

2: Ur¢i orientaci o; bodu g ke strané (p;, pit1).
3: if g € (pi, pi+1), bod g € OP.

4: if 0j# 0j—1, bod q ¢ P.

5:Bod g € P.

Nelze pouzit pro nekonvexni mnohouhelniky.

Slozitost O(N). CEC AT T E
omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra af 7/24



6. Aplikace v triangulacnich algoritmech

Rychlé nalezeni trojuhelniku obsahujiciho bod.

Dalezité pfi konstrukei planarnich struktur (DT).
Kombinace s heuristikami, grafovymi algoritmy: Walking Algorithms.

Postupna cesta pfes sousedici trojuhelniky.
Nejefektivnéjsi prochazka, Lawson (1977).

(Devillers, 2016).

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra af
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7. Ray Crossing Method

Bodem g vedena polopfimka r (paprsek, tzv. Ray).
Pocet prlsecikl k paprsku r a oblasti P

W= ov2 qé¢P.

XK
x
X
x)

Algoritmus invariantni viéi volbé r, €asto volena y = y,.
Pozor na singularni pfipady:
@ r prochazi vrcholem p; € P (protina 2 segmenty).
@ r kolinearni se stranou/stranami P (nespravny pocet priseciku).

Lze zobecnit pro nekonvexni mnohouhelniky. (AT E TRE



Nekonvexni mnohouhelniky;

8. Reseni pro nekonvexni mnohouhelniky
Pouzivany dva algoritmy:
@ Paprskovy (Ray Algorithm).
@ Metoda ovijeni (Winding Number Algorithm).
Winding Number Algorithm
Pozorovatel stoji v bodé g.

Pokud g € P a pozorovatel chce vidét Vp; € P musi se otoéit o Uhel 2.
Pokud g ¢ P, je tento Uhel mensi nez 27.

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra a| Po ocafion Problem.]
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9. Vypocet Winding Number 2
Suma 2 v8ech rotaci w; (méfena CCW)

n

;
Qq,P) = ;- > w(p,9:pit1);

=1
které musi pravodic (g, p;) opsat nad véemi body p; € P .
Pfimka p(pi, pi+1) déli o na o/, o, (Left/Right Halfplane)

g = {q: [Xqv}’q]:t> 0}7
Oor = {CI: [XQ7YQ]7t< 0}7

kde
Xit1 — Xi Yit1 — Vi
Xq — Xi Yq — Vi

=

Uhly w(pi, g, pi+1) orientované

+w(pi,q,pit1), Qq€ o,
w\Pi, q, Pi =
(1,9, Piv1) {w(th pi+1), Q€ or.

P¥ipad 1: Uhel w(p;, g, pi+1) ma CW orientaci.

P¥ipad 2: Uhel w(pi, g, pi+1) ma CCW orientaci.

Winding Number

1, q€P,

(q,P) = {0, ¢ P. MR EOIREE



10. Winding number 2

Hodnota Q2 uvadéna v poctech obéhll, tj. v ndsobcich 2.
Vysledek znaménkové zavisly na sméru pohybu.

4 » A
o
q
oq 3q
la | 4 B -
Q=-1 =1 Q=0
» ®
o
q
Oq [e]
|4 “
’ > ¥ A
Q=0 Q=2 Q=-2
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11. Winding Number Algorithm

Algoritmus 2: Winding Algorithm

1: Inicializuj £2 = 0, tolerance .
2: Opakuj pro Y trojici (p;, q, pi+1):

3: Ur¢i polohu g vzhledem k p = (pj, pit1)-

4 Urci thel w; = Zp;. q, Pit1.

B If g € 7/, pak 2 = {2 + w;. //Bod v leve polorovine
6: else 2 = {2 — w;. //Bod v prave polorovine

7:if ||2| — 27| < €, pak g € P //Test na odchylku od 27
8:elseq ¢ P

Postacuje vypocet 3 w, 27 konstanta.

+ Lepsi oSetfeni singularnich pripadd nez u paprskového algoritmu.
+ Pomalej$i nez paprskovy algoritmus.

- Problematicky pfipad g = p;.

- Nutnost predzpracovani O(N).

Slozitost O(N). HEAREINREINRE M ME A 8]
omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra af 13/24



12. Ray Crossing Method
Bodem q vedena polopfimka r (paprsek, tzv. ray)
(q):y=yq

Invariance vaci sméru r.
Pocet pruseciku primky r s oblasti P

1 P
k%2: b qE b
0, g¢P.

+ O fad rychlejsi nez Winding Number.
- Problémem singularity.




13. Upravena varianta Ray Crossing

Eliminace singularit: r(q) prochazi vrcholem P nebo hranou.

Pfimka definovana r(q) déli o na oy, ;.

r P o
[¢) iy q

Modifikace Ray Crossing:
Inkrementace k(q, P):

@ jeden z bodl hrany nad r(q) (v o) a druhy z bodd na/pod r(q).

@ Kolinearni segmenty nejSOU ZapOél’téVény. m[lI[ﬂ]I[[D:I:EI]]



14. Inkrementace poctu priseciku

C ////pi .
e

a) b) Q) d) e) f)

A

Prusecik M hrany (p;j_1, p;) a r(q) zapoéitavame, pokud:

0 Hrana v obou polorovindch nebo jen v horni
Bod p; nad paprskem, bod p;_ 1 na nebo pod paprskem: situace a), c).
Bod p;_ 1 nad paprskem, p; na nebo pod paprskem: situace b), d).
Kritérium
(i > yq) Aie1 < vg) V (Yie1 > yg) A i < yq)-

e Hrana v obou polorovinach nebo jen v dolni
Bod p; pod paprskem, p;_1 na nebo nad paprskem: situace a), ).
Bod p;_ 1 pod paprskem, p; na nebo nad paprskem: situace b), f).
Kritérium
(Vi < ¥g) AWiet1 2 vg) vV (Vie1 < yg) A i = vg)-

V praxi pouzijeme jednu z variant, nikoliv obé.

Podminku Ize pfepsat do tvaru



15. Varianta s redukci ke g (1/2)

Lokalni soufadnicovy systém (g, x’, y’), zjednodugeni vyslednych vztahu.
Posunuti poCatku hodnotu g.
Rovnice paprsku r(q) = x’
y =0.
Redukce bodl p; ke g
Xi/:Xi_Xq7 y/'/:}’i_}’q-
Hledame praseciky M paprsku r(q) a (pi—1, p;) lezici v o,.

Vyhody:

+ Snadnéjsi detekce hran (p;—_1, p;) protinajicich r(q).
+ Jednodussi vypocet priseciku M.

+ Lepsi numericka stabilita.

+ Nezavislost na orientaci P (CW nebo CCW).

Nevyhody:

el e Etevasin id € 6 [ T F [T



16. Varianta s redukci ke q (2/2)
Pfimka p
q:y=kx+aq,

prochéazi body p;—1, pi
Yi—1 = kxi—1 + q, Yi = kxi +q.

Z rozdilu obou rovnic

Yi —Yi—
Y —Yi—1 = k(x — xi—1), k=211,
Xi — Xi—1
uréime soufadnici x
o WX — X
7= (y Yi 1)(1 i 1) .

Yi — Yi—1
Systém (g, x’, y’): pruseéik segmentu a paprsku r(q) (osa x’) bod M = [x},, ¥}, = 0]

! ! !
;o =y —x_4) ;L
Xm = o T X-1=

!, 7 /
Xi¥i—1 = Xi—1Yi
y _—
Yi Yiq

yi/ - yilf1
Test existence pruseciku p a paprsku r(q)

(¥ >0 A(y—1 <=0)V (yi_4 > 0) A (yf <=0).
Zapocitany pouze pruseéiky M v pravé poloroviné vzhledem ke g

k:{k+1, Xl >0,

k x <.

m =



Nekonvexni mnohouhelniky:

17. llustrace varianty s redukci ke q

y A
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Nekonvexni mnohouhelniky]

18. Implementace Ray Crossing s redukci ke g

Algoritmus 3: Ray Crossing Algorithm (P = {p1, ..., pn}, q)

1. Inicializuj k = 0 //Pocet prueciku

2: Opakuj pro V body p; € P:

3: x = Xj — Xq.

4: Y =VYi—Yq

5: if (y/ > 0)&&(y/_; <= 0)||(y/_; > 0)&&(y/ <= 0). //Vhodny segment
6: = (xly_y — xI_yy!)/ (¥} — y/_;). //Nhodny prusecik

7: if (x, > 0) pak k = k + 1.

8:if (k%2) # O pak g € P

9:elseq ¢ P

Vyhodou snadna implementace.
Nevyhoda: Spatné pfitazeni bodu p; do oblasti P
|yf - C| S g,

tj. pi blizko paprsku r nebo strana pfili§ kratka. [(ENETTTI E ERE



19. Detekce stavu g € OP

Stavajici varianta neumi detekovat stav g € OP.
Nutno pouzit dva paprsky r, r> s opacnou orientaci: ry levostranny, r» pravostranny.
UdrZujeme pocet levostrannych a pravostrannych prisecikl ki, k.

Myslenka: pokud g € OP, pocet levostrannych a pravostrannych priseciku rizny.

Kolinearni segmenty:
Levostranny paprsek pracuje s levou polorovinou (Lower)

=y <yq7# Yi—1<Yq

Pravostranny s levou polorovinou (Upper)

i =Yi > Yq # Yi-1 > ¥q.
Zapocteni praseciki:
Pro kazdy paprsek zvlast:

@ Pokud # true (levostranny paprsek) a x/, < 0, inkrementujeme k;.
@ Pokud t, true (pravostranny paprsek) a x/, > 0, inkrementujeme ;.

Pak
€ 0P, k%2 # k%2,
g=4€P k%2 =1

¢ P, jinak.



Nekonvexni mnohouhelniky:

20. Detekce stavu g € OP, ilustrace

x>0

x<0
Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra a|
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21. Pouziti u non-simple oblasti

Algoritmy Ize pouZit i pro non-simple polygony: topologicky nekorektni.
Kombinace RA a WA: orientace segmentt vicéi paprsku.

Redefinice w(q, &), paprsek r(q)

0, rAe =0,

w(q,e) =41, pi,q,pi+1CCWzq,
=1, pi, g, Pi+1 CWZq




22. Vnorené polygony

Q liché Q<>0
Q>0 Q<0 0>=2
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