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Uvod do problémul

1. Generalizace obrysu budovy

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Katedra a| |Konvexni obalka mnoziny bodu.| 3/52




Formulace problemul

2. Formulace problému

Dano: MnoZina nbodd P = {p1,, P2, ..., pn} v R?, kde pi = [x;, yi]-

Hledame:  Nejmensi konvexni mnozinu H, Vp; € C. (Convex Hull)

Definice 1:
Konvexni obéalka mnoZiny H(P) koneéné mnoziny P v E? pFedstavuje nejmensi konvexni
mnohothelnik S obsahujici P (tj. neexistuje S’ C S splriujici definici).

Definice 2:
Konvexni obalka H mnoZiny kone¢né mnoziny P pfedstavuje konvexni mnohothelnik S s
nejmensi plochou.

Definice 3:
Konvexni obalka H mnoZiny kone¢né mnoZiny P pfedstavuje prisecnici vSech polorovin
obsahujicich P.

Definice 4:
Konvexni obalka H mnoZiny konecné mnoZiny P predstavuje sjednoceni vsech trojuhelnikd,
jejichz vrcholy tvori body v P.

Mnozinu S oznagime jako konvexni, pokud spojnice libovolnych dvou prvkd lezi zcela uvnitf této

AT (T T TR F T
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3. Ukazka konvexni obalky ‘H mnoziny P
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4. VyuZziti konvexni obalky

Jedna z nejpouzivanéjsich geometrickych struktur, pomocna struktura pro fadu
algoritmd.
Casto pouzivana jako prvni odhad tvaru prostorového jevu

Priklady pouziti:
@ Detekce kolizi: planovani pohybu robot(.
@ Konstrukce MBR: vyuziti v kartografii pro detekci tvaru a natoceni budov.
@ Analyza tvar( (Shape Analysis): analyza tvar(i objekt(.

@ Statisticka analyza: analyza rozptyl(, odhady, napt. metoda Onion
Peeling.

@ Analyza shlukd (Cluster Analysis): vlastnosti clusterovanych dat.

Poznamka:
Konvexni obalka # existuje v RY., budeme se zabyvat pouze R? variantou.
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Formulace problemul

5. Odhad centroidu metodou Onion Peeling
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Metody konstrukce konvexni obalky|

6. Metody konstrukce konvexni obalky

Prehled nejcastéji pouzivanych metod pro konstrukci konvexni obalky:

e Jarvis Scan (Gift Wrapping).
o Graham Scan.

@ Quick Hull.

@ Inkrementalni konstrukce.

e Zametaci pfimka.

e Divide and Conquer.

Nékteré z metod pouZitelné pouze pro R?, jiné preveditelné do vyssi
dimenze.
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7. Jarvis Scan (Jarvis, 1973)

Pfipomina postup baleni darku do papiru (Gift Wrapping Algorithm).
Jednoducha implementace, Ize rozsitit i do R3.

Pfedpoklad: v P nejsou tfi kolinearni body.
Nutnost pfedzpracovani O(n): nalezeni pivotu g

nggm)

Princip algoritmu:
Dva posledni body H oznacenyp;_1, p;.
Aktualné pfidavany bod p;+1 do H maximalizuje thel

Pj = arg max Z(pj—1,Pjs Pi)-

Bod pj+1 hledame ze vSech p; € P, které dosud nejsou soucasti H.

Lze je znatkovat. CET AT TR
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8. Algoritmus Jarvis Scan

Nevyhodou slozitost O(n?), nehodi se pro velké P.
Snadna implementace.

Algoritmus 1: Gift Wrapping (P, H)

1: Nalezeni pivota g, g = min(y;),

2: Pfidej g — H.

3: Inicializuj: pi—1 € X, pj = G, Pj+1 = Pj—1-

4: Opakuj, dokud pj+1 # q:

S Nalezni pj+1 = arg maxyp,ep Z(pj—1, Pj; Pi)
6 Pridej pjy1 — H.

7 Pj—1 = Pj; Pj = Pj+1-
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Metody konstrukce konvexni obalky

9. Ukazka Jarvis Scan
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10. Graham Scan

Algoritmus neni mozné rozsitit do R® (Graham 1972).
Casova slozitost O(n - log(n)).

Lze pouzit i na rozsahlé datasety.

Pfevod star-shaped polygonu na .

Princip:

Konstrukce star-shaped polygonu z pivotu g.
Tvoren vrcholy setfidénymi dle Uhlu w = Z(x, gp;).
Body ve star-shaped polygonu: index j.

Kritérium levotocivosti
o ¢H, Pt € or(p), Pi+1),
"12€H, b1 € alp,p)
Implementace:
Prvky v zasobniku S: t (top), t — 1 (second).
Reflexni vrchol p; odebran z S, “konvexni” p; pfidan

S.pop(), P € or(pr—1,p1),
S.push(p;), pj € o1(pi—1, pr).-
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Metody konstrukce konvexni obalky:

11. llustrace kritéria levotocCivosti
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12. Algoritmus Grahamova skenovani
Pfedzpracovani O(n): pivot q
9= vr;:ienp(yi)'

Ptedzpracovani O(n - log(n)): setfidéni P dle Ghlu Z(x, gp;) -

Algoritmus 2: Graham Scan (P, S)

: Nalezeni pivota g = minypes(yi), g € H.
: Setfidéni Vp; € Sdle w; = Z(p;, g, X), index j odpovida setfidénému poradi.
: Pokud wy = wy, vymaz bod py, p; blizSi ke g.
s Inicializujj =2; S =)
: S < g, S < pq (indexy poslednich dvou prvkl p;, p;—1)
: Opakuj pro j < n:
if pj vievo od p;_1, p;:

S+ Pj

j=ji+1

. elsepopS. [T F
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Metody konstrukce konvexni obalky,

13. Ukazka konstrukce Graham Scan
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Metody konstrukce konvexni obalky:

14. Ukazka konstrukce Graham Scan
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15. Algoritmus Quick Hull

Strategie Divide & Conquer.
Ve vétsing pFipad( rychly ©(nlg n), avéak O(n?).
Obélka postupné expanduje vSemi sméry.

Princip algoritmu:
Pfedzpracovani: setfidéni bodu dle x, O(nlg n).
Rozdéleni P na Py(upper) a P, (lower) vzhledem k (g1, gs)

g = min(x), g = max(x).
‘H konstruovana ze 2 ¢asti: Upper Hull (Hy), Lower Hull (H.).
Hy C Py, He C P
Hu, H. zpracovany samostatné

H=HsUH,.

Duivod rychlosti:
Vétsinou malo rekurzivnich kroku, malo bodd vné aproximace Hy, H..
Pokud S = ‘H = worst case.
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Metody konstrukce konvexni obalky

16. Rozdéleni na Py, P,
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17. Algoritmus Quick Hull, globalni procedura

Nalezeni g1, g2,hutné pfedzpracovani.
@ Rozdéleni P na: Py C P(upper)a P, C P (lower) vzhledem k (g1, gz)-
@ Pfidani Hy < g1, gs, rekurzivni procedura nad Py.
@ Pfidani H, < gs, qq, rekurzivni procedura nad P;.

Pfi CCW orientaci vede ke konstrukci H bez nutnosti spojeni.

Algoritmus 3: Quick Hull (P, ), globalni procedura

12 H=0,Pyb=0,P=0

2: g1 = minypes(Xi), gs = maxypes(x)-
3: Py +— qi, Py < qs.

4: PL g1, pL < Q5.

5:forVp; € P

6 if (pi € o1(qn, %)) Pu + pi
7 else PL < pj

8: H < qs. //Pfidej bod c do H.

9: Quick Hull(1,0, Py, H) //Upper Hull
10: H <— g1. //Pfidej bod ¢ do H.

11: Quick Hull(0, 1, P, H) //Lower Hull




18. Spojeni do H

Vhodné nacasovanim operaci zajisti spojeni Hy a # v globalni procedure:
@ Fridani gs: H — .
e Rekurze Hy.
© Fiidani gi: H — .
Q Rekurze H,;.
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Metody konstrukce konvexni obalky|

19. Algoritmus Quick Hull, lokalni procedura
Dulezité poradi operaci (body 7 CCW orientovany).
Vstupni hrana (ps, pe) aproximované .

1) Nalezeni bodu p s indexem 7
p=arg e llpi = (pss pe)ll,, P € ar(ps, pe)-

2) Vytvofeni novych segmentt (ps, p) a (P, pe)-

3) Rekurzivni volani nad prvnim segmentem (ps, p).

4) Pfidani H < .

5) Rekurzivni volani nad druhym segmentem (p, pe).

V lokalni procedure pfedavany pouze indexy s, e koncovych bodu segmentu.
Index i odpovida bodu p.

Algoritmus 3: Quick Hull (s, e, P, ), lokalni procedura

1: Najdi bod p = arg maxyp,es ||pi — (Ps, pe)ll , P € or(ps, Pe).
2:1f p # @ ; //Existuje bod vpravo od hrany.

3: Quick Hull(s, i, P, H) //Upper Hull, i index p
4: H < p. //P¥idej bod ¢ do H.
5: Quick Hull(7, e, P, H) //Lower Hull, i index p
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Metody konstrukce konvexni obalky:

20. Lokalni procedura Py
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Metody konstrukce konvexni obalky:

21. Lokalni procedura P,
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22. Doba béhu QHull

Casova funkce T(n), oéekavana slozitost (nejvzdalensjsi bod v medianu):

T(n) =2T(n/2) + n,

= 2[2T(n/4) 4+ n/2] + n = 4T(n/4) + 2n,

= 4[2T(n/8) + n/4] + 2n = 8T(n/8) + 3n,

= 8[2T(n/16) + n/8] + 3n = 16T(n/16) -+ 4n,

=iT(n/i) + nlog, i,

=n(T(1)) + nlog, n,

< nlog(n).
Casova funkce T(n), horni odhad sloZitosti (nejvzdalensjsi bod 2/n-1):

T(n)=T(n—1)+n,

[Th=2)+n—1]4+n=T(n—2)+n—1+n,
T(n—38)+n—2+n—1+n,
=T(h—N)+n—i+1+.4+n—24+n—1+4n,

T(O)+g(n+1),

< .
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Minimum Area Enclosing Rectangle

23. Minimum Area Enclosing Rectangle

Déano: Mnozina n bodt P v R?.

Obdélnik R s nejmensi plochou opsany S. (Minimum Area Enclosing/Bounding
Hledame:
Rectangle).

Naivni algoritmy problém ¥e$i v kvadratickém gase O(r?).

Definice:
Nejméné jedna strana obdéinika R s minimalni plochou A opsaného mnoZiné S je kolinearni se stranou H.
Konstrukce MAER mnoziny P = pfedzpracovani: konvexni obalka H (P).

Slozitost konstrukce konvexni obalky #(P) : O(n - log(n)).
Slozitost konstrukce obdélniku R(P) nad H(P): pouze O(n).

Algoritmus Tesi problém v Ease O(n - log(n)).
Alternativa: Rotating Calipers (Toussaint, 1983), sloZitost O(n), PCA (pfiblizng).

Vyuziti v kartografii: kartograficka generalizace (napf. detekce natoceni budov).
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24. Princip konstrukce, opakovana rotace

Body S s extrémnimi soufadnicemi: x, X, y, y.
Snadno umime sestrojit MMB mnoziny P, ktery je || s osami x, y

Vi = [K’Z]v Vo = [77117 Vs = [Y,?] Vo = [1»}7]'

Myslenka:
@ Opakované otaceni P o Uhel —o (smérnice segmentu H).
@ V této poloze nalezneme MMB mnoziny S a jeho plochu A.
@ Otocenim o o min-max transformovan na obecny obdélnik (A se nezméni).
@ Obdélnik s minimalni plochou bude R.

Algoritmus 6: Minimum Area Enclosing Rectangle

1: Najdi H = CH(P)
2: Inicializuj R = MMB(P), A = A(MMB(P))
3: Opakuj pro kazdou hranu e obéalky H:

4: Spocti smérnici o hrany e

5 Oto¢ Po —o : Py = R(—o)P.

6: Najdi MMB(Py) a uréi A(MMB(Py)).

7: Pokud A < A

8 A=A MMB = MMB(Py),c = o.

9: R = R(c)MMB M T



Minimum Area Enclosing Rectangle

25. Rotace P o uhel —o

Rotace P o Uhel —c

R=f-np [ %] =[S el lx]
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26. Ukazka, rotace Po —o

Rotace vrcholl P o —o, nalezeni extrémnich bod(, konstrukce MMB.




Minimum Area Enclosing Rectangle

27. Zpétna rotace Po o

Plocha MMB se nezméni, vysledkem obecny obdélnik.

Vv

3
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Minimum Area Enclosing Rectangle

28. Postupné rotace

Opakované rotace —a, konstrukce MMB, zpétné rotace o o.
Chyby ze zaokrouhleni.
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Minimum Area Enclosing Rectangle

29. Vysledek, obdélnik s nejmensi plochou
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30. Reprezentace budov

Budovy Ize reprezentovat s riznymi Grovnémi LOD.
Vysledek kartografické generalizace: 2D / 3D model.
Nutno detekovat hlavni sméry budov + aproximace MBR.

LOD x.0 LOD x.1 LOD x2 LOD x3

LODO ’ ’ ' '
LOD0.0 LODO.1 LOD02 LOD03
LODLO LODL1 LOD1.2 LOD13

i ° ° ’
LOD2.0 LoD2.1 LOD22 LOD2.3

ES 3 3

4
LOD3.0 LOD3.1 LOD32 LOD3 s Wi




31. Hlavni sméry budovy

Casty problém pfi kartografické generalizaci budov &i jejich automatickém
rozpoznavani.

Budova pred generalizaci a po generalizaci musi mit uchovanu orientaci vzhledem k
ostatnim obsahovym prvkim mapy.
Napf¥.: zachovani uliéni ¢ary.

Nutnost detekovat tzv. hlavni sméry budovy (jsou na sebe zpravidla kolmé).
Popisuji orientaci (tj. natoCeni) budovy vzhledem k ostatnim prvkim mapy.

Metody detekce natoceni budov:
Zalozeny na aproximaci MAER (néjaky bounding box).
@ PCA.
@ Longest Edge.
@ Weighted Bisektor.
@ Minimum Area Enclosing Rectangle.
@ Wall Average.

Strany bounding boxu definuji hlavnich smery. [T ETER
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Aplikace v kal

32. Vstupni data
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Aplikace v kartograf

33. PCA

Pro nalezeni hlavnich smért vyuziva singularni rozklad (SVD).
Snadno zobecnitelna do vyssich dimenzi.
Kovarianéni matice

[ c(an) cas) R
€= [ c(B,A) ¢(8,B) } C(A’B)_ﬁ;(Ai*P«A)(BI*#B).

Singularni rozklad

=
c=uxv', Ci1 G2 | _ | Uit U2 oy 0 Vit V2
C1  C22 Up1 Uz 0 o2 Vo1 Va2
Matice U, V: vlastni vektory CCT a CT C, jednotkové (cos rotaci o)

coso —sino
Uu=vs= . .
sino coso

Matice X': singularni hodnoty, ¢tverce viastnich Eisel (velikosti viastnich vektor()
oo | o 0 VM 0
10 o | 0o VX |
Rotace mnoziny P o Uhel +w

Po=PV, P=V""P,.
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34. Ukadzka PCA

Hlavni sméry budovy dany x’, y’.

Pravidelné objekty (Ctverec, kruznice): nizka efektivita (pomér plochy k MBR < 3.4).
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35. Longest Edge

Prvni hlavni smér budovy predstavovan nejdelsi stranou v budové, druhy hlavni smér kolmy.
Nedosahuje pfili§ dobrych vysledka.

Nejdel$i strana nemusi reprezentovat hlavni smér.

=\
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36. Longest Edge, vysledek

LI 7177
I
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Aplikace v kartograficke generalizaci

37. Weighted Bisector

Hledany dvé nejdelsi Ghlopricky, smérnice o1, oz, délky s1, Sp
Hlavni smér dan vazenym primérem
5101 + S202

T st
Davé velmi dobré vysledky.
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38. Minimum Area Enclosing Rectangle

Prvni hlavni smér pfedstavuje delsi ze stran R.
Dava dobré vysledky, problémy s budovami tvaru L a Z.
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Aplikace v kartograficke generalizaci

39. Minimum Area Enclosing Rectangle, vysledek

;f_tﬁ:m:rjj S s o 0 J:\’E
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40. Wall Average

Na kazdou stranu budovy aplikovana operace mod(7 ).
Ze “zbytkd” hodnot spocéten vazeny prameér, vahou je délka strany.
Robustni metoda, avsak citliva na “nepravé” dhly.

Nejprve uréeny smérnice o; vSech hran.
Poté spocteny vnitini Ghly w;.
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Aplikace v kartograficke generalizaci

41. Wall Average: vypocet zbytku
Pro kazdy vrchol p; spoéteme vnitfni Ghly
Wi = |Cfi,/+1 — Ojit1]| -

Vypocet nasobku 7 /2

“Orientovany” zbytek po déleni

ri=(k — ki)

Vnitini Ghel w;%% < % (napf. 92°): r; > 0.
Vnitini Ghel w;%% > % (napf. 88°): r; < 0.

™
5"
Hlavni smér budovy

n

Z liSi
0':0172+ =5

Pl

Vazeny primer bytkilpadelent. [ I F T
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42. Wall Average, vysledek
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Aplikace v kartograficke generalizaci

43. Detekce hlavnich smeérl budovy

Metody Longest Edge a Wall Average (Duchene et al, 2003).

Zj =t
=

1 e
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Aplikace v kartograficke generalizaci

44. Detekce hlavnich smeérl budovy

Metody Minimum Area Enclosing Rectangle a Weigted Bisector (Duchene et

= Xy =
IX =

W
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Aplikace v kartograficke generalizaci

45. Problémy pfi detekci hlavnich sméru

Problémy s detekci hlavnich smérl u budov tvar( L, Z.

7
L%
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Aplikace v kartograficke generalizaci

46. Vliv chybného urCeni hlavniho sméru na kartografickou
generalizaci

Algoritmus Divide and Conquer (Bayer, 2009).

Miwﬁﬁ%

/
N
A7
&
y
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47. Nahrada obdélnikem se stejnou plochou

Casto pozadujeme, aby obdéinik mél stejnou plochu jako generalizovana budova.
Proporcionalni zmenseni, spole¢ny stfed T.
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48. Ukazka

Obdéinik R = (W4, V4, Vs, Vi), strany a, b, plocha A.
Obdéinik R" = (Vy, Vi, Vi, V), strany &, b’, plocha A’.




49. Vypocet novych vrcholt obdélniku

Plochy obdélnika R, R’

A=a-b, A=kA=4 b =+ka-Vkb,

kde

_

= e

Normy vektorl u; a u] (polovina Ghlopficky) uréime z Pyhagorovy véty

2 (b)? / 2 b\*
lull = (2) +(2) el = (5) +"<§) = kllul-

k

Pak
[|éi|l, = Vlull,
kde smérovy vektor
u=V,—T, i=1,..,4.
Novy vrchol V/ obdélniku
V) =T+u =T+ Vku.
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50. Hodnoceni efektivity detekce hlavnich smérd

Zpravidla provadéno po jednotlivych objektech.
Pfedpoklad: objekty jsou pravouhlé.

Hlavni smér o (dan delsi hranou MBR).
Smérnice jednotlivych segmentu o;.
Stfedni hodnota Uhlovych odchylek jednotlivych segmentd

n

™
Am:ﬁZ[r;—r],

i=1
kde B
T o
fi=(ki—LkiJ)E, kiz—ﬂl.

Stredni hodnota ¢tvercli Ghlovych odchylek jednotlivych segmentt

Kartografickéa praxe: akceptace objektt Ao < 10°.
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