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Ukazka pouzitil

1. Problém nejblizsi stanice
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Formulace problému

2. Formulace problému

Déno: MnoZina bodl P = {p+, P2, ..., Pn} v R2.

Hledame: Voronoi diagram ¥V mnoziny P.

Definice 1:

Voronoi diagram V(P) pfedstavuje rozklad mnoZiny bodd P na n uzavienych ¢i
otevienych oblasti V(p) = {V(p1), V(p2), -.-, V(pn)} takovych, Ze kaZdy bod q € V(pi)
je blize k bodu p; neZ k jakémukoliv bodu p; € P.

Uzavrenou oblast V(p;) nazyvame Voronoi burikou.

Pro libovolny bod g € V(pi) a libovolnou buriku V(p;) plati

d(q,p) < d(q,p)-

Definice 2:
Voronoi diagram V(P) pfedstavuje prisecnici n — 1 polorovin.

Proces tvorby V(P) oznaCujeme Voronoi teselaci.

Alternativni oznaceni: Thiessenova, Dirichletova teselac TR E FEE

Toméas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate 4/61




Formulace problému

3. Voronoi diagramy v prirodé
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Formulace problému

4. Terminologie

—YVoroného polygon

Voroného hrana~

-Voroného burka
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Vlastnosti Voronoi diagramu

5. Vlastnosti Voronoi diagramu (1/2)

V1: Voronoi diagram V(P) je planarnim grafem.

V2: Vrchol g Voronoi buniky V(p;) je pranikem 3 hran, prave kdyz je
V(P) nedegenerovany.

V3: Pokud p; € H(P), pak je V(p;) otevieny.
V4: Pro kazdy bod p; € P je V(P) konvexni.
V5: Bod p; je nejblizSim bodem bodu p jestlize p € V(p;).

V6: Kazda strana q;q;, i # /, je sdilena pravé dvéma sousednimi
bunkami V(p).

V7: Bod q je vrcholem V(p), pokud existuje kruznice k(q, r)
prochazejici trfemi nebo vice generatory p;, pj, Pk, a neobsahuje zadny
dalSi bod P (spojitost s DT(P)).

V8: Kruznici k(q, r) oznaCujeme jako nejvétsi prazdnou kruznici ze

vSech prazdnych kruznic se stfedem v bodé QMDJMM



6. Largest Empty Circle
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Vlastnosti Voronoi diagramu

7. Vlastnosti Voronoi diagramu (2/2)

V9: Primérné mnozstvi hran ve Voronoi polygonu neprekro¢i hodnotu 6.

V10: Vztah mezi poctem bodu n, potem hran ny, a poctem trojuhelnikd n;
teselace V(P):

Np
Ny

< 3n-6,

< 2n-5.

V11: Voronoi diagram V(P) predstavuje ortografickou projekci stén
mnohosténu tvofeného prisecnicemi vSech polorovin A; do roviny xy.

V12: Necht bod p; pfedstavuje ortograficky primét bodu p; na povrch
paraboloidu daného rovnici
z=x%+y?

Rovina A; je te€nou rovinou k paraboloidu v bodé p;.
Prusecnici A;, A; je pfimka Lj.
Jeji ortograficky prdmét do roviny xy tvofi Voronoi hranu.
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Vlastnosti Voronoi diagramu

8. Voronoi diagram jako prusecnice polorovin A;

V4

—
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9. Ukazka V(P) a H(P)
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10. Ukazky Voronoi diagramu pro n=2,3,4,5
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11. V(P), pravidelné rozloZzené vstupni mnoziny
Degenerované pripady: 1), 3).




12. Vztah V(P) a DT(P)

DT (P) planarni graf duélni k V(P).

Body p; tvofi sou¢asné vrcholy DT (P).

Body p;, p; tvofi hranu t € DT < V(p;) a V(p;) sdileji spolecnou hranu.

Stredy kruznic k opsanych trojuhelnikim DT (P) predstavuji uzlové body V(P).

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate

Voronoi diagram.|
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Vlastnosti Voronoi diagramu

13. Largest Empty Circle .

Kruznice opsana Delaunay trojuhelniku, ma nejvétsi polomér.

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate 15/61



14. Centroidal Voronoi tesselation

Specidlni pfipad VD: generatory tvofi centroidy Voronoi bunék.
Minimalizace energetické funkce

E= / ) Iy — xil1? dy,
> et 28 ill

Sl

kde p je density function, x; generatory.
Posouva generatory x; k centroidiim Voronoi bunék

o Jyr)ay
J p(y)dy

Optimalni déleni roviny: rovnomérna prostorova hustota generatord.




15. Ukazka konstrukce CVT

Lloyd algorithm: opakovany posun generatort do centroidd x*

o =Points, + = CVT, Iters: 1 © = Points, + = CVT. Iters: 2 © = Points, + = CVT, Iters: 3

Pomal& konvergence pro velké buriky.
Pouziti: komprese, prostorova interpolace, rasterizace vstupnich dat.



Metody konstrukce V(P)

16. Metody konstrukce V(P)

Voronoi diagram lIze konstruovat pfimo ¢i nepfimo.
Nepfima konstrukce Castéjsi.

Pfimé& konstrukce:
@ Inkrementalni konstrukce: O(n?).
@ Plane Sweep algoritmus: O(n?).
@ Rozdél a panuj: O(nlog n).

Nepiima konstrukce:
@ Konstrukce ptes DT (P): O(nlog n).
Postupné spojeni stfedll kruznic k opsanym t € DT (P).
DT (P) umime konstruovat robustné, nejéastéjsi metoda konstrukce.

Datova struktura pro popis V(P):
Pro inkrementalni metodu pouzit topologicky model.
Nejcastéji Doubly Connected Edge List nebo Winged Edge.

Nutno propoijit p; s generovanou bunkou V(p;). EEREEINEEINE I mMEDS



Metody konstrukce V(P)

17. Error Free vs. Topologic Approach

Vypocet s maximalni pfesnosti vs. uchovani topologie.
Okabe et al (2000)
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Metody konstrukce V(P)

18. Error Free vs. Topologic Approach

Okabe et al (2000)
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VECS AR RA (@) [nkrementalni konsirukcel

19. Metoda Inkrementalniho vkladani

Inkrementalni algoritmus je zaloZen na postupném pfidavani bodi do V(P).
Slozitost algoritmu je O(n?).

V se mezi dvéma iteracemi zméni malo.
Postupné pridavani bodu, update stavajiciho feseni vypoctetné snadny

V(P(n)) =VP(n—1)+ AV(p).

+ Snadno se algoritmizuje.
- Mala odolnost vicéi singularitam, zaokrouhlovacim chybam.
Algoritmus tvoren 5 fazemi:

@ Konstrukce simplexu 2 oblasti P.

@ Konstrukce V(Q).

@ Opakované pridani bodi p do Vp,.

@ Aktualizace V(P(n+ 1)).

@ QOdstranéni simplexu Q .

CIELTFTTTITTTHIT F 0
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VE ISR (@) [nkrementalni konsfrukcel

20. Konstrukce simplexu 2

Zadny z bodt P nelezi vné simplexu Q s vrcholy py, pa, Ps.
Vrcholy simplexu p_1, p_», p_3 dostatecné daleko od P.

Pfidani kazdého bodu p; do V(P) probéhne uvnitf simplexu.
Analogie inkrementalniho vkladani u DT .

Simplex Q tvoren trojuhelnikem py, po, p3

Pi = [Xe,yo+3V2/2h],
P2 = [-3V6/4h+ xe,—8V2/4h+ ye,
ps = [3V6/4h+ X0, —3V2/4h+ yel.
Odvozen ze soufadnic min-max boxu
h max(Xmax — Xmin, Ymax — Ymin)

a tézisté mnoziny P

n
Xe = 21_1 ”
n
Yo = Z,n:1 Yi
¢ = °

LT TIFTTTEFITEIT E TR
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VE ISR (@) [nkrementalni konsfrukcel

21. Znazornéni simplexu Q

Q
o] p1
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VECS AR RA (@) [nkrementalni konsirukcel
22. Konstrukce V()

Konstrukce V() trivialni, vyuziva DT () a trojici bisektor stran DT(2).
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VE ISR (@) [nkrementalni konsfrukcel

23. Nalezeni V(p)

Rychlé nalezeni V(p;) obsahujiciho p je dilezitym krokem algoritmu.
Zalozeno na nalezeni nejblizsiho souseda p; bodu p: Quad Tree, kD-Tree,...

<]
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24. Princip konstrukce V(p)

Nalezeni V(p;) takové, ze p € V(p;).
Konstrukce bisektoru by, vypocet praseciku wso s V(p;).
Opakujeme v sousednich Voronoi burik&ch, dokud neni nova burkka V(p) uzavfena.




VE ISR (@) [nkrementalni konsfrukcel

25. Aktualizace V(P(n))

Tvorena dvéma fazemi:

@ Odstraneni hran
Uvnitf V(p;) odstranény vSechny staré hrany hrany.

@ Napojeni na puavodni hrany
Napojeni nové vytvofenych hran V(p) na plvodni hrany.

Nutno provést aktualizaci topologie novych hran v DCEL, dosti komplikované.
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Metody konstrukce V(P)| IMAEERE R ReSaITE)

26. Vysledek, znazornéni V(P + Q)
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VE ISR (@) [nkrementalni konsfrukcel

27. Odstranéni simplexu Q

Odstranéni vSech bunék V(Q2), vysledkem V(P)
V(P)=V(PAQ)—V(Q).
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VSISO R4 M [[nkrementalni konsirukcel
28. Ofiznuti V(P)
Nad mnozinou P zkonstruovan MBR.

Vygenerovan obdélnik, jeho rozméry vzhledem k MBR zvétSeny o k %.
Hodnota k zpravidla mezi 20-50%.

Obdélnik pouzit pro ofiznuti hran V(P).

MBR + k%
Hrany V(p;) ofiznuty/prodlouzeny na hranici €.
Vrcholy obdélniku pfidany do neuzavienych V(p;) jako nové vrcholy.
Bunky V(p;) uméle uzavieny.
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VSISO R4 M [[nkrementalni konsirukcel

29. Znazornéni ofiznuti V(P)
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Metody konstrukce V(P) |Konstrukce metodou Swep Line|

30. Konstrukce Sweep Line algoritmem

Autorem Steve Fortune, 1986.
Slozitost O(n - log(n)).
Inkrementalni konstrukce, zametaci ptimka (Sweep Line).

Netradi¢ni pfistup, konstrukce V(P) prosttednictvim prisecikl parabolickych obloukd.
Posloupnost parabolickych obloukll oznac¢ovana jako Beach Line.
Analogie s tvarem plaze, na kterou dopadaji viny.

Parabola = mnozina bodl se stejnou vzdalenosti od bodu a Usecky (Sweep Line).

Princip konstrukce:
Nad kazdym bodem mnoziny vygenerovan kuzel, thel ¢ = /4.
Konstrukce pomocné roviny p svirajici s rovinou xy thel w = /4.

Prasecnice kuzele a roviny p tvofi parabolické oblouky.
Praseciky parabolickych obloukd pfedstavuji hrany V(P).

Rovina p (resp Sweep Line /) se pohybuje ve sméru osy .
Pravidelné stfidani dvou udalost:
@ Site Event.

- Ll 2 [(EETTHITT T
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31. Princip Fortune algoritmu

le




32. llustrace Fortune algoritmu

(=]



33. Site Event

Udalost nastava v pripadé, kdy Sweep Line / prochazi p € P.

Rovina p je v p te¢nou rovinou kuzele.
Prlasecnici je polopfimka (pro Ucely algoritmu Usecka).

Posunujeme—li p, degeneruje UsecCka v parabolicky oblouk.
Sitka oblouku se neustale zvétSuje.

Parabolicky oblouk rozdéli puvodni aktualni Beach Line na 2 ¢asti.

S posunem Sweep Line / se paraboly zplost'uji.
Vzdalenost jejich priseciku se zvétSuje.

Pruseciky tvori hrany V(P).
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Metody konstrukce V(P) [Konstrukce metodou Swep Line|

34. llustrace Site Event
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35. Circle Event

Tti parabolické oblouky Beach Line se protnou v bodé v.
Prasecik v sttedem kruznice k(v, r) opsané trojici bodu.

Udalost spojena se vznikem nového Voronoi uzlu v.
V okamziku vzniku udalosti zametaci pfimka / te¢na k.

Parabolicky oblouk, jehoz generujici bod ma nejmensi hodnotu soufadnice y z trojice bodl,
odstranén z Beach Line.

ymax
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Pouziti Voronoi diagramu

36. Pouziti Voroného digramu

Jedna z nejCastéji pouzitych struktur v geoinformatice.
V pozadi mnoha metod i uloh.

NejCasté;jSi aplikace Voronoi diagramu:
@ Segmentace obrazu.
Komprese dat.
Postovni problém.
Nalezeni pfirozenych sousedu (Naturail Neighbours).
Interpolace metodou Natural Neighbour.
Biometrie.
Hledani optimalnich cest.
Analyzy shlukd.
Klasifikace dat.
Konstrukce topologické kostry.

Kartograficka generalizace. HEBREIARANR10M MBRR



Pouziti Voronoi diagramu

37. Segmentace obrazu
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38. Nearest Post Office Problem

Optimalizace spadovych oblasti vzhledem k centru (¢i naopak).

Uplatnéni pfi navrhu polohy nemocnic, primyslovych zén, supermarketd, stanic MHD, kin,
instituci.

Poloha volena zpravidla do centra Voronoi buriky.

Ze vSech mist regionu zhruba stejna vzdalenost.

Ze znalosti tvaru spadové oblasti Ize urcit:
@ jaké mnozstvi obyvatel bude sluzbu vyuZivat,
@ zda je sluzba optimalné dostupna.

Méfitkem efektivity mohou byt néklady na pofizeni urcitého zbozi, cena za dopravu do
centralniho bodu, atd.

Aby popsany model platil, je nutno zavést omezujici podminky:

@ CEfektivni chovani ¢lovéka
Clovék bude vyuzivat pouze ta centra, ke kterym ma blize nez k jinym.
Snaha o minimalizaci nakladu.

@ Lineérni rust nakladd
Se vzdalenosti od centra rostou naklady linearné.
Pokud néklady nerostou linearné, nutno pouzit jinou metriku.
Popt. pouzit obecnou nakladovou funkci vyjadfenou funkénim vztahem.

@ Stejna kvalita

Kvalita produktu je ve v8ech centrech stejna. [EIEITHI E TR
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39. The Nearest Post Office Problem
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Pouziti Voronoi diagramul

42. Natural Neighbor

Bod p; pfirozeny soused p < V(p;) sdili hranu s V(p).
Vyuziti pfi interpolaci, analyzach, ...
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43. Natural Neighbour Interpolation

Interpolaéni metoda, ¢asto vyuzivana v geoinformatice (Sibson, 1981).
Predstavuje aplikaci vazeného prameéru.
Neni vhodna pro topografické povrchy, viditelné artefakty Voronoi bunék.

Dano: MnoZina bodd P = {py, p2, ..., pn} VR®, kde p; = [xi., yi, zi], bod g = [xq, ¥q]-
Hledéme z,.

Do vypoctu zahrnuto k bodu p;, jejichz V(p;) se pfidanim bodu q zméni.

Jednd se o nékteré pfirozené sousedy.

Vahova funkce w;
_Ap) - Ap)
AlQ)
A(q) plocha bunky V(q), A(p;) plocha V(p;) pred ptfidanim g a A’(p;) plocha V'(p;) po
pfidani q.

Wi

Interpolovana hodnota z,

k
Zq = E w;z;.
= MM T E TR
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44. Natural Neighbor, nalezeni V(p)
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Pouziti Voronoi diagramul

45. Natural Neighbor, zménou dotcené bunky V(p;)
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Pouziti Voronoi diagramu

46. Ukazka interpolace Natural Neighbor

Viditelné artefakty Voronoi bunék.
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Pouziti Voronoi diagramul

47. Optimalizace konstrukce minimalni kostry

Za pouZziti V(P) Ize optimalizovat tvorbu MST.
Spojujeme pouze body pj, jejichz V(P;) sdileji spoleCnou hranu.
P¥i konstrukci MST prohleddvame pouze pfirozené sousedy.

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate
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48. Shoda bodovych mnozin P, Q

Podobné mnoziny P, Q generuji podobné V(P) a V(Q).

Lze méfit tvar, poCet hran, alternativné pfevod na graf.
Vypocet invariantd, alternativné testovan izomorfismus grafG.
Nevyhodou znacna citlivost na Sum.

®
@ & ® @ ®. ®
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49. Prehled metrik

Voronoi diagramy Ize provozovat riznymi metrikami.
Zména tvaru bunék, vlastnosti.

Euklidovské metrika

d(q,p) = llg — pll = \/Ax2 + Ay2.

Manhattanska metrika

d(p,q) =g — p| = |Ax| + |Ay].
Minkowského metrika

k k k|\1/k
d(g,p) = llg — pII* = (|ax| +|ayk'/e.
MW (Multiplicatively Weigted) metric

1
dm(q,p) = — - d(q,p).
w
AW (Aditively Weigted) metric
da(q, p) = d(q,p) — w.

CW (Compoundly Weigted) metric:

1
de(q,p) = — - d(q,p) — w.
w

Power metric

do(q, p) = llg — plI® — w.
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Zobecnene Voronoi teselace

50. Zobecnéné Voronoi diagramy

Vychazeji z Voronoi diagramu, zobecnéni konceptu.
Byvaji nazyvany jako zobecnéné Voronoi teselace.
Zakladni vlastnosti zobecnénych VD:

@ Generatory mohou mit riznou vahu.

@ Pouzivaji rizné metriky.
Dasledek:

@ Bunky nemuseji byt konvexni.

@ Hranice bunék mohou tvofit kruznice €i obecné kfivky (hyperbola).
@ Bunky nemuseji obsahovat generator.

- Slozita konstrukce, nelze pouzit DT.
- Neumime vétsSinou pro velké mnoziny.
Nejznamejsi zobecnéné VD:
@ Johnson-Mehlova teselace (AW metrika)
@ Apolloniova teselace (MW metrika),
@ Power diagrams (Power metrika). EEEREIARNINENIAMME RS
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Zobecnené Voronoi teselace!

51. Euklidovska vs. Manhattanska metrika

Liniové segmenty, smérnice k - 7.
Buriky mohou byt nekonvexni.

e = bor] — |oy — by

Vi = b= lay —by)?

EEBEEIAREAAREIAN G



52. AW teselace

AW metrika: rozdil 8 vzdalenosti bodl p, p; a p, p;.

B = d(p,pi) — d(p, p))
AW teselace
8 = const.

Hrany bunék predstavovany hyperbolami, buriky nekonvexni.
Pro 8 = 0 ziskdame Voronoi diagram.

N

p=t p=2

B=3 p=4
54/61
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53. Johnson-Mehl teselace

AW teselace s “vahami”.
Generatory predstavuiji kruznice s poloméry r.
AW metrika

B = (d(p, pj) — r;j) — (d(p, pj) — ;) = 0.

Body lezici v jedné burice maji stejnou vzdalenost od kruznice.
Hranice bunék maji stejnou vzdalenost od vice nez jedné kruznice

d(q, pj) — ri = d(q, pj) — 1j-

Buriky jsou nekonvexni, z centra kazdé burky je vidét do v§ech vrcholl.
Tvofi star-shaped polygony.

Vyuzivana v biologii, chemii pro simulace rustu bunék ¢i krystalG.




Zobecnené Voronoi teselace! AW metrikal

54. Ukazka Johnson-Mehl teselace
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I el
55. MW teselace

MW metrika: pomér o vzdalenosti bodt p, p; a p, pj.

d(p, p;)
o = .
d(p, py)
MW teselace
o = const.
Pouzivd MW metriku, nekonvexni burky.
Hrany bunék kruhové oblouky, tzv. Apolloniovy kruZnice.
Pro a = 1 ziskdme Voronoi diagram.
o
P, P,
a=4
a=3
=2
ot EEOREIREIARE 1IN MER |
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I el
56. Apolloniova teselace

Pouziva MW metriku, generatory predstavovany body.
Hrany bunék tvofi oblouky Apolloniovych kruznic.

Apolloniova kruznice:
MnozZina véech bodu, které maji od dvou bodl stejny pomér vzdalenosti a.
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57. Power metrika

Chan, 1995.
Power metrika: rozdil v druhych mocnin vzdalenosti p, p; a p, p;

~ = d?(p. p)) — P (p. p)).
Teselace s Power metrikou

~ = const.

Hrany bunék predstavovany useckami, buriky konvexni.
Pro ~ = 0 ziskdme Voronoi diagram.

=1 y=10 v=

2 TR



VAT ARG [Power metrikal

58. Power diagram

Teselace zalozené na Power metrice

2 2 2
v = (d(p, pj) — 1) — (d°(p, pj) — ;)"
Generatory predstavuji body nebo kruznice s polomérem r.
Konvexni buriky podobné Voronoi diagramu, hranice bunék tvofi usecky.
Nékteré z bunék mohou obsahovat vice nez jeden generétor ¢&i jsou prazdné.

Vyuziti: Konstrukce, skeletonu (Medial Axis).
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59. Ukazka Power diagramu
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