Partial displacement, energetické spliny

Strucny navod na cviceni.

1 Energetické spliny

Energeticky spline, nazyvany také anglickym terminem “snake”, je Casto pouzivany v oblasti poci-
tacové grafiky [3]. Pro potfeby kartografické generalizace byla definice splinu upravena. Operator
partial modification je reprezentovan parametrickou kiivkou

d(s) = (2(s) — 2(0)(s),y(5) = y0)(5)),

kde gy, y(0) predstavuji soufadnice ptivodniho (vstupniho) prvku, z, y soufadnice generalizovaného
(vystupniho) prvku, a s je parametr, s € (0, 1). Pfislusny energeticky model pro kiivku L s délkou
[ ma tvar

m@:j&@m+[&@m,

zahrnuje vnitini energii splinu F; (internal energy) a vnéjsi energii F. (external energy), které
ovliviuji tvar splinu. Cilem metody je nalézt takovou z mnoha moznych deformaci, kterd mini-
malizuje celkovou energii splinu. Vysledny spline zaujimé rovnovaznou polohu, ktera zohledinuje
jak vnitini energii (tj. mechanické vlastnosti materidlu), tak i pusobeni vnéjsich sil. Vnitini en-
ergie splinu zajist'uje, aby tento nemohl byt nepfirozené modifikovan vnéjsimi silami. Situace je

)

ovliviiuje prubéh splinu a jeho tvar. Prvni ¢len méfi vzdélenost splinu od puvodniho elementu, druhy
napéti (elasticitu) splinu, posledni pak tuhost (kfivost) splinu. Vliv téchto faktoru je modelovan s
vyuzitim trojice parametri a(s), 3(s),v(s) € RT. Spline tedy muze vice ¢ méné sledovat puvodni
prvek, vice ¢ méné kopirovat jeho tvar, [3], [2]. Ukazku vlivu téchto parametru vidime na obr. 2.

znizornéna obr. 1.

Vnitini energie Vnitin{ energie splinu definovana vztahem [1]
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Vnéjsi energie. Vnéjsi energie fidi deformaci splinu zpusobenou vnéjsimi silami. Energetickd
funkce popisujici silovy model muZze mit mnoho podob. Z matematického pohledu by méla byt
spojitd v bodé, diferencovatelnd a mit jednoduchy prubéh bez zbyte¢nych oscilaci. jeji minimum
je blizko svislé osy bufferu. Rozhodujici faktory ovliviiujici miru deformace pfedstavuji gradient
(strmost) a omezenost funkce shora. Cim vétsi jsou funkéni hodnoty, tim silngjsi je jejich vliv
na deformaci tvaru. Existuje mnoho zpusobi, jak navrhnout pfidruzenou energetickou funkci. Z
pohledu kartografické generalizace, jejiz cilem je realizace generalizaéni operace partial diplacement,
pii které se snazime nepiiblizit se k jinému prvku na vzdalenost mensi nez d, viz kap. 2.



Figure 1: Ukdazka formovani tvaru energetického splinu vlivem vnéjsi energie.

Mininalizace celkové energie. Pozadavek minimalizace celkové energie splinu
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Rozepsanim po slozkach dostaneme soustavu dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic
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Pokud hodnoty a(s), B(s), v(s) budeme povazovat za konstantni, coz je vzhledem k ekvidistantnimu
kroku h ocekavatelné, ziskdme Eulerovy rovnice ve tvaru
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Figure 2: Vliv parametru (3,7 na prubéh splinu.

Diskrétni feSeni. Pokud je spline vzorkovan s konstantnim krokem h, lze pouzit také jeho diskrétni
aproximaci, kterd je pro praktické vypocty vhodnéjsi. Parcidlni derivace lze nahradit centralnimi
diferencemi

0%z,

52 = 2 (@ie1 = 2+ zig),

o, 1

8341 = ﬁ(xi_g —4z;_ 1+ 6x; — 4z + xz‘-i—z)-

Po dosazeni do Eulerovych rovnic ziskame soustavu linedrnich rovnic

ax; + B(xi—1 — 225 + xip1) + y(xi—2 — dxi—1 + 625 — 4T + Tig2) + FEep =0,
ay; + B(Yi—1 — 2y + Yir1) + Y(Wi—2 — 4yi—1 + 6y — dyir1 + 2igo) + Eey =0,
hodnoty E. ;, E., pfedstavuji parcidlni derivace vnéjsi energie podle proménnych z;,y;. Je patrné,

ze spline musi byt vzorkovan alesponn péti body p;—2, pi—1, Pi, Pi+1, Pi+2. Prislusnd maticova
reprezentace ma tvar

AAX + E.p =0,
AAY + E., =0,



kde A je pentadiagondlni matice
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Jelikoz matice A je singuldrni, hodnoty AX(;), AY(;) nemuzeme urcit pifmo, soustavu proto fesime
iteraci

AXy = (A+ AL (AAX(i—1) — Eez), (2)
AYy = (A+ A (AAY(;_1) — Eey), (3)

kde

AXa) = Xy = X0,

predstavuji soutfadnicové rozdily vrcholi splinu v i-té iteraci a po¢ateéni aproximace predstavované
lomenou ¢arou. Pro i = 0, plati

V dalsim textu tedy rozlisujme index ¢ oznacujici i—ty prvek (napf. z;) a index (i) oznacujici
i—tou iteraci (napf. X(;)). Matici A chidpeme jako konstantni v priibéhu celého iteracniho procesu.
Nezohlediiujeme tak zmény vzdalenosti mezi jednotlivym vrcholy polylinie, hodnota h se neméni.

Aby bylo diskretizované feSeni funkéni, predpokladame, ze generalizovand polylinie by méla mit
co nejhladsi prubéh s dostateéné hustym a pokud mozno konstantnim krokem vzorkovéani. Parametr
A ovliviiuje rychlost konvergence itera¢niho procesu, vétsi hodnoty A vedou k “rychlejsim” posuntum
AX(;), AY(;) vrcholi splinu.

2 Operace Partial Displacement

Tato generaliza¢ni operace, jejiz Cesky ekvivalent je “Castetnd zména tvaru”, provadi komplexni
korekci tvaru a geometrické polohy generalizovaného prvku. Zahrnuje posun a zménu tvaru takovych
casti prvku, které se piiblizi k jinému prvku pod urc¢itou mez danou hodnotou d. Tento generaliza¢ni
operator se ¢asto pouziva u prvki, které se v generalizované mapé ocitnou piili§ blizko, a muze tak
dojit k jejich vzdjemnému grafickému konfliktu (slit{). Existuje nékolik zékladnich generaliza¢nich
schémat, u kterych je tato operace v praxi pouzivana:



Figure 3: Energetickd funkce E.(z,y) se zndzornénymi vrstevnicemi.

1. Cdstecnd modifikace jednoho prvku

Model pevného prvku, tzv. bariéry (piekazky), jehoz poloha se nesmi ménit, generalizovaného
prvku, ktery je modifikovatelny.

2. Cdsteénd modifikace obou proki

Oba prvky mohou ménit svoji polohu a tvar, zadny z nich neni pevny.

3. Kombinace obou pripadi

Model pevného prvku (bariéry) a generalizovanych prvku. Poloha a tvar generalizovanych
prvki vuci sobé i vidi prekazce se mohou ménit. Alternativné model jednoho generalizovaného
prvku a vice bariér, popi. ¢astetnd modifikace vice prvku bez bariér.

Energeticka funkce. Energeticks funkce

c(l— g), d<d,

4
0, jinak, )

E. (:B ) y) = {
je navrzena tak, aby zabrénila pfiblizeni dvou prvkia na vzdalenost mensi nez d. Vrstevnice funkce
jsou zndzornény na obr. x. Z kartografického pohledu muzeme d chépat jako minimélni vzdalenost
prvku, pii které nedojde k jejich grafickému sliti v méritku generalizované mapy. Vzdélenost je
méfena mezi vrcholy p; jednoho prvku a liniovymi segmenty druhého prvku. Konstanta c,c € RT,
ovliviiuje hodnotu gradientu, a reguluje “spad” funkce. Jinak feceno, ovliniuje miru, jakou tento ¢len
prispivéa do tvaru splinu. Iterativni feseni diskretizované varianty splinu vyuziva parcidlni derivace
E(z,y) dle z,y. Pokud pro d < d funkci ptrepiseme do tvaru

\/(.CL‘ - xn)Q + (y - yn)z)
d )

Ec(z,y) =c(1—

kde ¢, = [zn, yn] je nejblizsi vrchol k vrcholu p = [z, y|, parcidlni derivace maji tvar
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Figure 4: Céste¢nd modifikace jednoho prvku v mistech, kde dochaz{ ke konfliktu s bariérou, poloha
bariéry se neméni.

Pro d > d, parcidlni derivace maji tvar

OEc(w,y)  OEc(x,y)

Ox oy =0

Zména polohy vrcholu splinu, ovliviiujici tvar splinu, probihd pouze ve sméru p — ¢,. Vysledné
posuny vrcholy vychézeji z pozadavku vyrovnaného stavu mezi vnitini a vnéjsi energii.

2.1 Césteéna modifikace jednoho prvku

Tato varianta generalizace modeluje kartografickou situaci, kdy jeden z prvkia je pevny, a jeho
poloha ani tvar se neméni. Generalizovany prvek je predstavovan polynii L = {pi,...,pn} s n
vrcholy p; = [z, y;], bariéra je polylinie B = {q1, ..., ¢m } s m vrcholy ¢; = [z}, y;]. Z 8irsiho pohledu
je bariéra chépéna jako prekézka, které by se mél generalizovany prvek vyhnout. Césteéna zména
tvaru a polohy jsou tedy aplikovany pouze na generalizovany prvek. Energeticka funkce

o
—~
—
|
WSS

), di < d,
0, jinak,

Ee(xi,y:) = {

tedy zohlednuje pouze vzddalenost vrcholu splinu p; od prekdzky B, tento model je reprezentovan
obr. 4. Vzdélenost d; je méfena mezi vrcholem p; € L a nejbliz§im bodem ¢, € B.

di = /(@i — 20)% + (i — yn)%.



p(0)=[x(0),ym)]

Figure 5: Itera¢ni proces tvorby spline, posun vrcholu.

Pro d; < d, parcialni derivace FE.(x;,y;) maji tvar

OFe(ziyyi) @i —an
OEe(%i, ¥i) _ Yi—Yn
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jinak
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V kartografii tuto variantu pouzijeme v piipadé, kdy pozadujeme, aby tvar a polohu ménil pouze
generalizovany prvek. Typickym piipadem je vztah silni¢ni sité a vodstva, kdy by poloha ani tvar
vodniho toku by nemély byt generalizaéni operaci dotéeny.

=0.

Vlastni algoritmus. V ramci predzpracovani je provedena konverze spojové reprezentace polylinie
na reprezentaci maticovou. Generalizovany prvek je popsdn maticemi L = (X, Y") soufadnic vrcholu,
kde X (n,1) a Y(n, 1), podobné bariéra B = (X', Y”), kde X'(m, 1) a Y'(n,1).

1. Vypocet kroku h

Vypocteme soutadnicové rozdily
0X =zip1 — i, OY =yiv1 — i,

a vzdélenosti mezi vrcholy generalizované polylinie

H = /115X [, + 6Y

Vypocet normy lze realizovat s vyuzitim nasobeni po slozkach ||0.X||, = §X. x 6X. Vysledny
krok h urc¢ime jako stfedni hodnotu H.

2. Urceni prvku matice A

Pro zadané hodnoty «, 8, v a krok h uréime s vyuzitim (1) hodnoty koeficientu a, b, ¢ a
naplnime matici A. Matice A je v prubéhu itera¢niho procesu konstantni. Pokud polozime
B = A+ M, mizeme si pfedpocitat inverzi B!,



3.

Iteracni proces

Polozme i = 0 a inicializujeme Loy = L, Loy = (X(0), Y{0)), jako
Xo=X%X Yo=Y

Inicializujeme posun AS(p) = (AX (g, AY|p)), jako

Pro predem zadany pocet iteraci (alternativné, pokud je zména vrcholu mezi dvéma iteracemi
mensi nez zadany krok), provddime nize uvedené kroky:

(a) Vytvofime matice E,(n,1) a Ey(n,1) a spocteme hodnoty jejich prvkia: Pro kazdy bod
p; € L, pi = [zi,y:], nalezneme nejblizsi bod ¢, € B, ¢, = [Tn,Yn], a s vyuzitim (5, 6)
OEec(zi,yi) OFe(wiyy:)

spo¢teme hodnoty parcidlnich derivaci vnéjsi energie v tomto bodé.

I

(b) S vyuzitim (2, 3) uréfme hodnoty posunit AS;
AS(iy = (AX (i), AY)) = (BT'(AAX(j-1) — Eea), BTHAAY ;1) — Eey))
a vypocCteme nové souiadnice vrchola splinu
Ly = (X0, Yio) = L) + AS(i) = (X0 + AX (), Vo) + AY) -

(c) Inkrementujeme index ¢ = i+1. Pokud ¢ < max_ iters, jdi na bod a), jinak ukon¢i itera¢ni
proces.

Nésledné je provedena konverze maticové reprezentace X, Y na spojovy seznam vrcholl reprezen-
tujicich generalizovanou polylinii. Itera¢ni proces konverguje zpravidla pomérné pomalu, v praxi je
potieba realizovat nizsi stovky iteraci.

2.2

Cdsteénd modifikace obou prvki

V tomto piipadé neni ani jeden z prvku chdpdn jako pevny, jejich vzdjemnd poloha a tvar se
mohou ménit. Z kartografického pohledu jsou tedy oba prvky pfedmétem generaliza¢niho operatoru.
Prvni prvek je predstavovan polynii L = {p1,...,p,} tvofenou n vrcholy p;, druhy prvek polylini{
L' ={q,...,qm} tvorenou m vrcholy ¢;. Energeticka funkce zohlednuje vzadjemny vliv obou prvku.
V praxi tedy fesime (23) pro oba prvky. Energeticka funkce pro polylinii L' m4 tvar

d.
c(l—=), d;j<d,
Ee(xj,y5) :{ d ’

0, jinak,

kde d; predstavuje vzdélenost mezi vrcholem ¢; € L’ a nejblizsiho vrcholem p,, € L

dj = \/(CL‘] - xn)Z + (yj - yn)2-

Izocary obou energetickych funkei jsou znazornény na obr. 5. Parcidlni derivace Ec(z;,y;) maji

tvar

0Fc(xj,v;) _
8xj djcl ’

OFe(zj,y5) _ _cyj ~Yn
dy; did
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Figure 6: Izocary energetickych funkei Ee(z;i,v;) a Ec(z;,y;).

Vrcholy obou polylinii, pro které plati d; < d nebo d; < d se od sebe vzdjemné posunuji ve smérech
Di — Qn & @ — Pp. V kartografii tuto variantu pouzijeme v piipadé, kdy pozadujeme, aby se
meénil tvar i vzajemna poloha obou prvkia. Typickym piipadem je silniéni sit, komunikace, které
jsou v cilovém méfitku mapy piilis blizko se mohou graficky slit. Ukazku této generaliza¢ni situace
nalezneme na obr. 5.

Vlastni algoritmus. Vypocty parcidlnich derivaci energetické funkce je nutné realizovat tak, aby
na zmény polohy vrcholi prvni polylinie mohla reagovat bezprostiedné i polylinie druhd. Kazdé z
polylinii bude mit také vlastni matici A, byt’ hodnoty jejich prvka budou podobné. Generalizovany
prvek L je popsdn maticemi X (n,1) a Y (n, 1), generalizvany prvek L' maticemi X’(m,1) a Y'(n,1).

1. Vypocet kroku h

Vypocteme soutadnicové rozdily
0X =wip1 —m, Y =y —y,  0X =2l -l Y =y -y

a vzdélenosti mezi vrcholy obou generalizovanych polylinii

H = \JII5X ], + [6Y [, B = /II5X7]], + 1Yl
Vysledné kroky h, h' uréime jako stiedni hodnoty prvku matic H, H'.

2. Uréeni prvku matic A

Pro zadané hodnoty «, 3, v a kroky h,h’ uré¢ime s vyuzitim (1) hodnoty koeficientu a, b,
¢ a naplnime matice A, A’; obé jsou v prubchu iteracniho procesu konstantni. Polozime
B = A+ M\, B'= A"+ \I a predpocteme jejich inverze.

3. Iteracni proces

Polozme i = 0 a inicializujeme L) = L, Lj, = L', kde Loy = (X(0y, Y(0)) & Lo = (X[

!
! (0) 0 = X0 Y,
jako

)

Xo=X, Yo=Y Xgp=X, Y=Y\



Figure 7: Céasteéna modifikace obou prvki v mistech, kde dochazi k jejich grafickému konfliktu.

Inicializujeme posuny AS(gy = (AX (), AY(p)) a ASZO) = (AX{O), AY(’O)) jako
Pro pfedem zadany pocet iteraci provadime nize uvedené kroky:

(a) Vytvoifme matice E,(n,1), E,(n,1), E,(m,1) a E,(m,1) a spotteme hodnoty jejich

prvku:
e Pro kazdy bod p; € L, p; = [zi, y;], nalezneme nejblizsi bod ¢, € B, g, = [Zn, Yn],
a s vyuzitim (5, 6) spocteme hodnoty parcidlnich derivaci vnéjsi energie %ﬁz’yi),

%@j?’yi) v tomto bodé.

e Pro kazdy bod ¢; € L', q; = [z}, y;], nalezneme nejblizsi bod p, € L, ¢, = [Tn, Yn)

Ee(z,y5) 3Ee§ﬂfj:yy’)
: u

M
oz

o <212 . , vy . 0
a spoc¢teme hodnoty parcialnich derivaci vnéjsi energie v tomto

bodé.
(b) S vyuzitim (2, 3) uréfme hodnoty posuni AS;),

AS(Z) = (AX(l), A}/(z)) = (Bil()\AX(Z;l) — Ee@a), Bil(/\AYv(Z;l) — Ee,y)) ,
posuntl ASEZ.),
—1 1
AS(y = (AX[,, AY]) = (B/ (AAX(,_j) — EL . BT\ OMAY]_ ) — Eg,y),),
a vypocCteme nové souiadnice vrcholu splinu
Ly = (X(5), Yii)) = Loy + AS() = (X(0) + AX(5), Yoy + AY[y)
(X{o ¥y) = Ligy + AS{y = (Xfo) + AKX, Y + AV ).

—~~
.
~
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(c) Inkrementujeme index ¢ = i+1. Pokud ¢ < max_iters, jdi na bod a), jinak ukonéi itera¢ni
proces.

Nésledné je provedena konverze maticové reprezentace X,Y, a X', Y’ na spojové seznamy vrcholu
reprezentujicich generalizované polylinie.
3 Numpy a matice (velmi strucné)

Pro efektivni prace s maticemi v programovacim jazyce Python je nutné mit instalovanu knihovnu
numpy a importovat potiebné moduly

from numpy import x*
Typova napovéda pro prvek typu matice vypada takto
A : matrix
K prvkum matice pristupujeme prostiednictvim rfadkového a sloupcového indexu
Ali, jl
Pocet radku a sloupct matice A zjistime prostiednictvim vlastnosti shape
m, n = A.shape
Matici s m tfadky a n sloupci, jejiz prvky jsou nulové, vytvoiime pomoci
A = zeros((m, n))
Jednotkovou matici vytvorime prostiednictvim funkce identity()
I = identity(m)
Pro nésobeni matice skaldrem je vyuzivdn operitor *
C=5=%*A
Nésobeni dvou matic vyuziva operdator @
C=A@8B
Pro nésobeni matic po slozkéch (obdoba operatoru .* v Matlabu) je vyuzivdna funkce multiply()
C = multiply(A,B)

Operétory + a - se pouzivaji béznym zpusobem. Pro transpozice matic je vyuzivana funkce trans-
pose()

AT = transpose(A)
Vypocet inverzni matice je realizovan funkei inv()

B = linalg.inv(A)
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