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1. Graf (1/2)

Graf: datova struktura popisujici vztahy mezi objekty.
Datova struktura tvofena uzly U a hranami H.
Zpravidla kone¢ny pocet = konecny graf.

Topologicko/geometricky model skute¢nosti.
Informace o poloze méné dulezita nez vzajemny vztah.
Lze znazornit nekone¢né mnoha zplisoby.

Siroké vyuziti v mnoha oblastech:

Ulohy o dopravnim spojenti, logistické problémy, optimalni trasa, planovani,
navigace, propustnost sité, pfenos energie, komprese dat.

Déleni grafu:
@ neorientované,
@ orientované,
@ CasteCné orientované.
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2. Graf (2/2)

Datova struktura tvofend uzly U a hranami H.
Zpravidla kone¢ny pocet = konecny graf.
Lze znazornit nekone¢né mnoha zplsoby.

Pfima neorientovana hrana (a), orientovana hrana (b), neorientovana smycka (c), orientovana

smycka (d), rovnobézné hrany (e, f), rovnobézna hrana se smyc¢kou (g), nasobné hrany (h, i),
nasobné hrany se smy&kou (j, k).

T O
S

~ e 22



3. Neorientovany graf

Usporadana trojice disjunktnich mnozin
G= (H7 U, p> )

kde H predstavuiji hrany, U uzly, p incidenci grafu G.

Incidence
p:H—>U®U,

pfitazuje kazdé hrané z mnoziny H neprazdnou mnozinu dvojic uzl( z mnoziny U.

Mnozina uzld: U = {1,2,3,4,5},

Mnozina hran: H = {a, b, c, d, e, f, g, h},

Incidence: p(a) = {1,2}, p(b) = {2,4}, p(c) = {4,5}, p(d) = {1,4}, p(e) = {2,3},
o(f) = {1,3}, p(g) = {1,5}, p(h) = {3,4}.



4. Podgraf a faktor

Podgraf G' C G:
G = (H,U,p")je podgraf G = (H, U, p), plati-li H" ¢ Ha U’ C U apro kazdé h e H' je
o' (h) C p(h).

1 a 2
g b
d
5 c 4
Faktor grafu:
Podgraf G’, jehoz mnozina uzl( U’ je totozna s mnozinou uzltd U grafu G.
1 a 2
b
d
P ——
5 c 4
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5. Sled, tah, cesta

Sled: usporadana posloupnost uzll a hran
<17a727e’3? f717d’47b727e’37h74’ C’5> *
Tah: sled, ve kterém se vyskytuje kazda hrana nejvySe jednou

(1,a,2,e,3,f,1,9,5,¢,4,b,2) .

Uzavrieny tah: zatina a konéi ve stejném uzlu.
Cesta: tah, ve kterém se kazdy uzel vyskytuje nejvySe jednou

(3,f,1,a,2,b,4,¢,5) .

KruZnice: uzaviena cesta, za¢ina a konéi ve stejném uzlu

<3af7179757ca47b72ae?3>'

Stuperi uzlu d(u):

Pocet hran, které inciduji s uzlem v, dilezita sudost, lichost.
> d(u) =2|H|
ueG

Priklady: d(1) = 2, d(5) = 1.



6. *Graficka reprezentace grafu

Graf |ze reprezentovat mnoha zplsoby: nakreslenti.

Shoda grafu:
Grafy Gy = (Hy, Uy, p1), G2 = (Ha, Uz, p2).
Plati, ze Gy = Gy <Hy = Hp, Uy = Us, p1 = p2.

lzomorfismus Gy, Go:
Dulezité pfi posuzovani, zda Gy, G, “identické” (byt' rizné nakreslené).
G; = G, & Jjednoznaéné zobrazeni f :G; — G takové, Ze pro libovolné h € H plati

p1(h) = [u,v] € Gi3p2(f(h)) = [f(u), f(V)] € Go.
Gy Gy
= 2
O—C0E—C0 ®© © ®

f-a—-3 b—4c—6.f—=5 e—2d—1.




7. Orientovany graf
Uspofadana trojice disjunktnich mnozin G = (H, U, o), kde
o:H—UxU.

Prohe H
U(h) = {U? V}7
kde u je pocatecCni a v koncovy uzel.

Stupen uzlu: suma vstupujicich d*(u) a vystupujicich hran d= (u)

d(u) = d*(u) + d~(u).
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8. Reprezentace grafu

Maticova reprezentace:
Vyhodna pro vypocty, u fidkych grafd mnoho nulovych prvka.
Maticova reprezentace neefektivni, velké pamétové naroky.

[ HEHEIX
-
> FEOHE

e B I e R I e XYY
-G HEX
Reprezentace spojovym seznamem :

Ukladame jen uzly, mezi kterymi jsou vztahy, mensi pamétové naroky.

Méné prehledné pro rozsahlé grafy.
V praxi pouzit 2D seznam: 1D seznam, kazda polozka opét 1D seznam.

Ohodnocené grafy:
Pfidano ohodnoceni wi hrany ui.




9. Spojova reprezentace v Pythonu

Spojova reprezentace grafu prostfednictvim Dictionary
key: value
Klicéem uzel, hodnotou vnofeny seznam incidujicich uzld.
Vi : [Vi, V2, ..., Vk]
Obecny tvar reprezentace:
G={
vi : [V1, V2, ..., Vk],
v2 : [vi, V2, ..., VK],

Vk : [V1, V2, ..., VK]
X

Grafy s ohodnocenim:
G={
Vi : {Vi:w1, V2:W2, ..., Vk:Wk},
V2 @ {V1i:W1, V2:W2, ..., Vk:Wk},

Vk : {Vi:W1, V2:W2, ..., Vk:Wk}
}
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Prohledavani grafu

10. Prohledavani grafu

Systematické prochazeni hran a uzlt grafu dle zadané strategie.

Nejcastéji reSené ulohy:
@ Dostupnost uzlu v z u.
© Mnozina vSech uzll dostupnych z w.
© Nalezeni cesty z u do v (libovolnd, optimalni).
© Nalezeni cesty z u do v§ech dosazitelnych vrchold.

Aplikace v oblasti geoinformatiky, logistiky, dopravy, navigace.

Techniky prohledavani grafu:

@ Prohledavani do Sitky.
@ Prohledavéani do hloubky.
@ Kombinace + heuristiky.
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11. Prohledavani grafu do Sirky

BFS (Breadth First Search).

Casta strategie p¥i prochazeni grafu.

Vychazi z néj: hledani minimalni kostry, nejkratsi cesty.
Lze pouzit pro neorientované/orientované grafy.

Idea:

@ Postupné rozhlizeni z uzlu u do vSech jeho doposud neprohledanych sousedu v.
@ Ziskame uzly v jsou z tohoto uzlu dostupné.

@ Nasledné skok na prvniho souseda v uzlu u.

@ Opakovani pro dosud neprohledané uzly u.

Vysledek:

Strom hledani do Sitky: BF strom.
@ Seznam vSech uzl( dosazitelnych z vychoziho uzlu.
@ Cesta do téchto uzld tvofena minimem hran.

BF strom uloZen jako P-strom, strom predchidcu.

Velmi efektivni reprezentace.

Slozitost O(||U|| + ||H]]).
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12. Rozdéleni uzll

Provadime znackovani uzli do kategorii.

Aby bylo jasné, které Ize jesté pouzit, a které jiz nikoliv.

3 kategorie uzlu:

@ Noveé uzly (New, White)

Dosud neobjevené uzly.

Uzel, na ktery narazime poprvé.
@ Oteviené uzly (Open, Gray)

Jiz objeveny uzel.

Prozkoumani néktefi sousedé.
@ Uzavrené uzly (Closed, Black)

JiZ objeveny uzel.

Prozkoumani vSichni sousedé.

Grafy neobsahuijici cykly: neni tfeba znackovat uzly.
Uvod do grafovych algoritmi.
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13. Princip BFS

Nezohlediuje ohodnoceni hran grafu: véechny jednotkové.
Na zacatku vSechny uzly “N”, nasledné “O”, potom “C".
Vyuziva frontu Q.

Princip BFS:

@ Zfronty Q vezmi aktualni uzel u .

@ Pro kazdé v sousedici s u opakuj nasledujici kroky:
Pokud mé v atribut “N”, zmén ho na “O”.
Vytvor novou hranu (u, v) a pridej ji do BF stromu.

@ Poté zmén stav u na “C”.
Poznamka: misto pfidavani (u, v) do BF stromu Ize vyuZit pfedchidce uziu v.
Pfedchudce uzlu:

Uzel u je predchidcem p uzlu v
p(v) = u.

Na zékladé znalosti p(v) Ize cestu zpétné zrekonstruovat (netfeba pridavat {u, v} do BF).
Rekonstrukce cesty od uzlu v ke kofenu u
(v, p(v), p(P(V)), -5 U) -
Pomocné proménné:
BFS vyuziva pomocné proménné:
@ stav uzlu s[u],
@ piedchidee plu] uzlu u.

Inicializace: s[u]="N’, p[u] = None.
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Prohledavani grafu do Sitky

Prohledavani grafu

14. Ukazka BFS
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Prohledavani grafu Prohledavani grafu do Sitky

15. Implementace BFS

def BFS(G, u):
s = [°’N’] * (len(G)+1)

p = [Nonel * (len(G)+1)
Q=10
Q.append (u)
s[ul = °0°
while Q:
u = Q.pop(0)
for v in G[u]:
if s[v] == ’N’:
s[vl = ’0°
plvl = u
Q.append(v)
s[ul = ’°C?

#A1ll vertices are new
#Without predecessors
#Empty queue
#Add start vertex to @
#Set as open

#Pop first node
#Browse incident nodes
#We found a new node
#Change status to Open
#Set predecessors

#Add v to Q

#Change status

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Uvod do grafovych algoritmi.
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Prohledavani grafu Prohledavani grafu do Sitky

16. Ukazka Cinnosti algoritmu, u = 1

Aktualizace predchudct a stav Q.

(# [ [us e [Us e[ [us[w || Q@ [Q« |
11 (1|1 |-1|-1]-1]-1|-1]-1 , 2,3,5
2 (|11 (1|1 ]-1(-1]-1]-1]-1 , 3,5 4,7,8
3|11 1|11 (-1]-1]-1]-1 ,5,4,7,8| 6
4 -1 01 1|11 [-1]-1]-1]-1 ,4,7,8,6
5011121 [-1]-1]-1]|-1 ,7,8,6 9
6(|-1|1 1|21 [-1]2]-1]|-1 ,8,6,9
7111112 (1|12 ]2]-1 , 6,9
8|11 ]1]2|1(3]2]|2]-1 , 9
9111|121 (3]|2]|2)|4

Obsah Q: prochazeni BF stromu po drovnich.
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Prohledavani grafu Prohledavani grafu do Sitky

17. Vysledny BF strom

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Uvod do grafovych algoritmi. 19/29



Prohledavani grafu Prohledavani grafu do Sitky

18. Graf a jeho popis

Popis grafu:
G =

W 00 ~NO o WND KA

}
Vysledky:
print (p)
print(d)
print(s)
>>[None,

2
>>[0, 1, 1, 2, 1,
J

>>[°C’,
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19. Zpétna rekonstrukce cesty

Cesta mezi uzly (u, v).
Postup od koncového uzlu v blizime k poCatecnimu uzlu u.
Vyuziti pfedchidce p[v].
Opakujeme, dokud v # wu.
def createPath(u, v, p):

path = [] //Create empty path
while v != u and v != -1: //Until we reach a start node
path.append(v) //Add current node
v = plv] //Go to the predeccessor
path.append(v) //Add last vertex

return path
Volani:
createPath(1, 9, p)
> 1249

Existuje i rekurzivni implementace.
Zalozena na opakovaném zkracovani cesty.
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20. Prohledavani grafu do hloubky

DFS (Depth First Search).

Prohledavani grafu s cilem dostat se do grafu co nejhloubéji.
Postupné prochazeni vSech moznych cest grafem.

Analogie bludisté: vracime se zpét, kdyz cesta nepokracuje.

Strategie znama jako Backtracking.
Jedna ze zakladnich metod prochézeni stavového prostoru.

Idea:

@ Z uzlu u jdeme do prvniho dosud neprohledaného souseda v.
@ Pokud takovy uzel v neexistuje, navrat do uzlu, ze kterého jsme vstoupili do u, tj. do p[u].
@ Opakovano, dokud neobjeveny vSechny dosazitelné uzly z vychoziho uzlu.
Vysledek:
Strom hledani do Sitky: DF strom.
@ Seznam vSech uzli dosazitelnych z vychoziho.
@ Cesta do téchto uzld neni nejkratsi.
DF strom uloZen jako P-strom, strom pfedchddc.
Slozitost O(||U|| + ||H]|)-
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21. Princip DFS

Uchovavané informace o uzlu: stav uzlu s[u], pfedchidce p[u] uzlu u.

Pro novy uzel u projdi vSechny jeho sousedy v.

@ nastaveni predchidce p[v] = u,
@ rekurzivné projdi vSechny sousedy uzlu v.

Implementace: lterativni vs. rekurze.
Iterativni implementace:

Zasobnik, vrcholy prochazeny v opaéném sméru.
Upravené otevirani uzlu: pfi 2 prichodu.

Rekurzivni implementace:
Procedura DFSR spusténa 1x nad kazdym novym uzlem.
Pokud G souvisly, staci 1x nad libovolnym uzlem.

Vysledkem DF les: tvofen DF stromy (>, pokud G nesouvislé).
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Prohledavani grafu Prohledavani grafu do hloubky

22. Ukazka DFS

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Uvod do grafovych algoritmu. 24/29



Prohledavani grafu Prohledavani grafu do hloubky

23. lterativni implementace DFS

def DFS(G, u):
s = [°’N’] * (len(G)+1)

p = [None]l * (len(G)+1)
S = 1[I
S.append (u)
while S:
u = S.pop(Q)
s[u] = °0°
for v in reversed(G[u]):
if s[v] == ’N’:
plvl = u
S.append(v)
s[ul] = ’°C’

Vyuziva zasobnik.
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#A1]l vertices are new
#Without predecessors
#Empty stack

#Add start vertex to S

#Pop node

#Set node as open
#Browse incident nodes
#We found a new node
#Set predecessor

#Add v to Q

#Change status

Uvod do grafovych algoritmi.

25/29



24. Rekurzivni implementace DFS

Souvisly graf, 1x z libovolného uzlu:

def DFS(G, u):
s = [’N’] * (len(G)+1)
p = [None]l * (len(G)+1)
DFSR(G, s, p, u)

Nesouvisly graf:

def DFS(G, u):
s = [’N’] * (len(G)+1)
p [None] * (len(G)+1)

for u, value in G.items():

if s[u] == °N’:
DFSR(G, s, p, u)

Rekurzivni procedura:

def DFSR(G, s, p, u):

s[u] = °0°
for v in G[ul:
if s[v] == °N’:
plvl = u

DFSR (G, s, p, V)
s[u] = °C?

#A11 vertices are new
#Without predecessors
#Run DFS for connected graph

#A11 vertices are new
#Without predecessors
#Process all new nodes

#Run DFS for disconnected graph

#Set node as open
#Browse all edges from u
#For each new node

#Set predeccessor
#Browse its neighbors
#Node u is closed



25. Vysledny DF strom



26. Pouziti BFS/DFS

Jedny z nejCastéji pouzivanych algoritmda.
Casta aplikace i pro problémy s grafy zdanlivé nesouvisejicimi.

Nejcastéjsi pouZziti:

@ Optimalizacni strategie:
Heuristika, TSP (pfiblizné feSeni), turnajova schémata,
prochazeni sloZek/podslozek.

@ Stolni hry:
Sachy, dama, GO, piskvorky + doplnéno efektivn&j§imi
strategiemi.

@ Hlavolamy:
Magické Ctverce, SUDOKU, kfizovky, Rubikova kostka, bludisté.

@ Dopravni a logistické problémy
Existence cesty, optimalni cesty, vzdalenosti centra/pobocky,
Udrzba silnic, elektrifikace.
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