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1. Uvod

Minimalni kostra grafu: Minimum Spanning Tree.
Podgraf, faktor, strom, minimalni vaha hran.
Uloha mize mit vice fesent.

Casto fe$eno v dopravé, energetice, telekomunikacich.
Optimalni zasobovaci sit, udrzeni sjizdnosti silnic, Zelezni¢ni spojeni.
Elektronika, navrh ploSnych spojd (L1 norma).

Z hlediska spolehlivosti neni optimalni.

Vypadek 1 hrany: rozpad G na 2 nesouvislé grafy.

Dasledek: preruseni dodavky energie, neprijezdnost (nehoda), atd.
Kritické Casti infrastruktury nutno posilit: zdvojeni.

Predpoklad G neorientovany, souvisly, nezaporné hrany.
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2. Podgraf a faktor

Podgraf G' C G:
G = (H,U,p")je podgraf G = (H, U, p), plati-li H" ¢ Ha U’ C U apro kazdé h e H' je
o' (h) C p(h).

1 a 2
g b

d
5 c 4

Faktor grafu:
Podgraf G’, jehoz mnozina uzl( U’ je totozna s mnozinou uzltd U grafu G.

1 a 2
b
d
o @
5 c 4
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3. Kostra grafu

Graf G = (H, U, p), neorientovany, m = ||H||, n = ||U||, souvisly.

Kostra grafu G:
K = (Hk, U, px), podgraf G (faktor) ktery je stromem.
Obsahuje v8echny uzly G, nékteré jeho hrany, netvori cyklus.

Kostra tvorena ny hranami
e = |[Hell = Ul =1=n-1.

Pro G existuje “mnoho” koster: v§echny podgrafy s n, hranami neobsahujici kruznici.
Exaktni stanoveni poctu koster pro G obtizné.

Uplny graf G, pocet koster N (Cayley, 1889)

Ny = n"2.

Hledani véech koster neefektivni, exponencialni rist.
Lze provést pouze pro malé grafy.

V praxi nas zajima kostra s minimalnim ohodnocenim, tzv. minimalni kostra.



Kostra grafu

4. Graf a nékteré jeho kostry

ONG
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5. Minimalni kostra grafu

Bez ohodnoceni grafu maji vSechny K stejnou vahu.

Pfedpoklad: G souvisly, neorientovany, bez zapornych hran.

Hledame K = (Hx, U, px) s minimalnim ohodnocenim

C= Zw(h):min.

he Hy

Uloha neni jednoznaéna, existence vice minimalnich koster.

Prehled algoritm:

@ Boruvkiv (modifikace Kruskal)
Vhodny pro fidké grafy, O(||H|| log || U]|)-

@ Jarnikiv (modifikace Prim)
Vhodny pro grafy s mnoha hranami, O(||U|| log || U])).

Modifikované BFS vs. sjednocovani podstrom( v les.
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6. Ukdzka minimalni kostry




Boravkuv/Kruskalav algoritmus

7. Boravkav/Kruskallv algoritmus

Objeven prof. Otakarem Bordvkou (1899-1995) v roce 1926.
Pripojeni kazdé obce na jizni Moravé energetické sité.
Minimalizace nakladl na pfipojeni: délka vedeni, pocCet stozaru.

V roce 1956 znovu objeven v USA J. P. Kruskalem.

Heuristika, v kazdém okamziku hledano lokalni minimum.

Do kostry pfidavame hranu s minimalni vahou spojujici 2 podstromy.
Pokracujeme, dokud les neni stromem.

Opakované sjednocovani: UNION, 2 podstromy.

Strom: souvisly, neobsahuje kruznici.
Les: nesouvisly, neobsahuje kruznici, tvofen podstromy.

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate| Minimalni kostra. 9/37



8. Schéma elektrické sité, CSR

Zabien s Ostrava
Rajecak  Biidlicna

Trebovice

Hodolany &

Prostéjov
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9. Princip Boruvkova/Kruskalova algoritmu

Pfedzpracovani hran: setfidéni hran dle w.
Implementace vyuziva prioritni frontu.
Opakované pridavani hrany h s aktualné nejnizs§im w, aby nevznikla kruznice.

Mohou nastat 4 situace:
@ Zadny uzel h nelezi v jiném podstromu
Hrana vytvofi novy podstrom.

@ Jeden uzel h souéasti nékterého z podstromd
Hranu pfipojime k podstromu.

@ Oba uzly h v riznych podstromech
Oba podstromy spojime do jednoho.

© Oba uzly h v jednom podstromu
Pridani h vede ke kruznici, zahodime.

Implementace mnozinovych operaci nad stromem:

@ MAKE_SET(x): vytvofeni nové mnoziny s jednim prvkem x (identifikator).
@ FIND_SET(x): vraci identifikator mnoziny obsahuijici prvek x.
@ UNION(x, y): sjednoceni podmnozin x, y do jedné podmnoziny.



Boravkuv/Kruskalav algoritmus

10. Ukéazka Boruvkova/Kruskalova algoritmu
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Boravkuv/Kruskalav algoritmus

11. Ukazka operace UNION(x, y)
Radek 0: operace MAKE_SET.

‘#‘ h ‘w(h)‘ Disjunktni podmnoZiny: ID :{items} ‘
0 - 1:{1} 2:{2} 3:{3} 4:{4}  |5:{5}| 6:{6} | 7:{7} |8:{8}|9:{9}
1(7,8)] 1 1:{1} 2:{2) 3. {3} 4:{4  [5:{5}| 6:{6) 9: {9}
2/(1,2)] 2 3: {3} 4:{4} |5:{5}| 6:{6} |7:{7,8} 9: {9}
3|(4,5)] 2 1:{1,2} 3: {3} 6:{6} |7:{7,8} 9: {9}
4/(6,7)] 3 1:{1,2} 3:{3} 4:{4,5} 9:{9}
5((3,9) 3 1:{1,2} 4:{4,5} 7:{6,7,8}
6((5,8)| 3 1:{1,2} 3:{3,9}
7/(3,6)| 4 1:{1,2}
8|(1,3)| 4
Minimalni kostra G:
K:{6775874557359)172}’W(K):22'
Minimélni kostra. 13/37



12. UNION-FIND

Zakladem kombinovana operace UNION-FIND = UNION + FIND_SET.
Umoznuje rychlé spojeni podstromda.
Operace ¢asto pouzivana v informatice (UNION).

Analogie s pfebarvovanim 2 riznobarevnych mnozin.
Po sjednoceni maji obé mnoziny stejnou barvu.

Snaha o to, aby obé operace byly co nejrychle;jsi.

2 varianty UNION-FIND:
@ Array-based (pole)
Rychlejsi nalezeni, pomalejsi spojeni.
FIND_SET O(1), UNION O(logy,(n)).
@ Tree-based (strom)
PomalejSi nalezeni, rychlejsi spojeni.
FIND_SET O(logy(n)), UNION O(1).
V praxi preferovana varianta 2.
Témér vSechny implementace Tree-based.

2 heuristiky vylepSujici efektivitu:
@ Weighted UNION: pfipojovani mensiho za vétsi (AB, TB).
@ Path Compression: zkracovani vysky stromu (TB).
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13. UNION-FIND, AB

3 seznamy: podstromy, jejich délky a indexaéni struktura.
Pro podstrom uchovava seznam uzlli a identifikator.
Identifikatorem zpravidla prvek s nejmensim ID.

UF: linked list, identificators

UF: sizes

UF: 1D array, index

SR E

1 2 3 4 5

DHa



14. Ukazka Weighted UNION(4,6), AB

Weighted Union:
Za delsi pole pfipojime kratsi.

Zména identifikator( pro krat$i seznam, del$i seznam neménén.

UF: linked list, identificators

UF: sizes
1 | 2

-]
B33

UF: 1D array, index

T[> SIS

1 2 3 4 5 6 7

8 9

UNION(4, 6), ||Lu|l = 2, ||Lv|| = 3: Pak L, + Ly, Uprava indexd del$iho seznamu.
def union(u, v, index):
if len(u)<len(v):
for i in u:

#Process all
index[i] = index[v]

elements in shorter array
size[v] = size[v] + size[u]

#Change all indices

#Change size. 5




15. FIND, TB

Kazda podmnozina kofenovym stromem:
Jeji prvky odkazuji na rodice (parent) = koren.
Aneb pro kazdy prvek stromu uloZen kofen p, ktery je identifikatorem.

pl6]=6=root
pl4l=6

pl5]=4

Operace FIND:
Kofeny ulozeny v poli p, pro kazdy uzel u Ize ziskat p[u].
Postup vzhiru od uzlu u smérem ke kotenu dokud p[u]! = u.
def find(u, p):
while(p[ul != uw):

u = plul
return u



16. UNION, TB

Operace UNION:
Spojeni kofenl Ry, Ry dvou strom( novou hranou.
Zatim nefesime, zda pripojujeme kratsi za delsi, ¢i naopak.

JOSO f%

Union(4,6)

Operace UNION FIND:
Nalezeni kofenl Ry, Ry (FIND) + sjednoceni(UNION).

def union(u, v, p): #Union + Find
root_u = find(u, p) #Find first root
root_v = find(v, p) #Find second root
plroot_u] = root_v #Connect second tree to the first one

Pfipojovani delSiho stromu za krat$i neefektivni.



17. UNION-FIND, TB, zefektivnéni *

Hodnost stromu r (rank):
Odhad vysky stromu
r = log, Ns,
kde ns pocet uzlu ve stromu.
Pro UNION-FIND netfeba znat presné, zajimaji nas rozdily délek.

Weighted UNION:

Lepsi pfipojovat kratsi strom k del§imu.

Vyvazovani stromu pfi sjednoceni.

Kofen “mensiho” stromu pfipojen na koren “vétsino” dle r.
Pokud jsou stejné, vybereme libovolny z nich.

Path Compression:

Zkracovani cesty (stromu) = snizovani vysky.

Upraveni odkazu na kofen véem uzlim ve stromé.

Heuristika, dvoupriichodovd, rekurzivni/nerekurzivni implementace.

Vyznamné zvysSeni metody UNION-FIND: Weighted UNION-FIND.

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate| Minimalni kostra. 19/37



Boruvklv/Kruskaluv algoritmus Weighted UNION-FIND

18. Weighted UNION-FIND, TB *
Qf A
&)

Union(4,6) Union(3,6) 3 Union(1,6)
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19. Operace Weighted UNION(u, v) *

Weighted UNION:
Pro kazdy uzel u nutno uchovavat 2 informace:

@ parent (kofen) p[u], inicializace p[u] = u,
@ hodnost (rank) podstromu r[u], inicializace r[u] = 0.

Pro p, r pouzity seznamy.

PFipojujeme -li mensi podstrom k vétsimu, rank vét§iho se neméni
r = max(r[ul, r[v]).
Rank updatovan, pokud r[u] = r[v],
r=rful+1=r[v]+1.

Weighted UNION-FIND:
FIND + Weighted UNION.

@ FinD:

Nalezeni kofenli Ry, Ry stroml obsahujicich u, v.

@ Weighted UNION
Pokud u, v jiném podstromu, porovname vysky strom(:
a) Jestlize r[u] > r[v], pfipojime v k u: p[Ry] = Ru.
b) Jestlize r[v] > r[u], pfipojime u k v: p[Ry] = Ry.
c) Pfi shodé r[u] = r[v]: p[Ry] = Ru (napt.).
Update vysky r[u] = r[u] + 1.



20. Weighted UNION(u, v), update ranku *

(7) =2 r(5)=3 r(5) = max(r(7), r(5)) = 3

r(5)=r5) +1=r(7)+1=3

vtz @) © @




21. Weighted UNION-FIND(u, v) *

Nalezeni kofent Ry, R,: FIND
Sjednoceni: Weighted UNION.

def union(u, v, p, r):

root_u = find(u, p) #Find root for u + compress
root_v = find(v, p) #Find root for v + compress
if root_u !'= root_v: #u, v in different subtrees
if rlroot_ul > rl[root_vl: #u subtree is longer
plroot_v] = root_u #Connect v to u
elif r[root_v] > r[root_ul: #v subtree is longer
plroot_u]l = root_v #Connect u to v
elif u'!= v: #u, v have equal lengths
plroot_u] = root_v #Connect u to v
rlroot_v] = r[root_v]+1l #Increment rank
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Boravkuv/Kruskalav algoritmus Weighted UNION-FIND

22. Path Compression *

Postupné prepojeni vSech uzli stromu ke kofenu.
Kazdému prvku na cesté ke kofenu upraven odkaz na kofen/prarodice.
Provadi se pfi hledani kofene.

Snizeni vysky stromu, urychleni operace FIND.

Dvé varianty:

@ Dva priichody
Nalezeni kofenu stromu “klasicky”.
Oprava kofen vSech pfipojenych uzlU.
@ Jeden prichod
Postupné preskakovani jedné generace.
Uzel pfepojen na svého prarodice.
VySka stromu klesne na 1/2.

V praxi preferovana varianta 2.

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate| Minimalni kostra. 24/37



23. Path Compression, implementace*

Varianta s 1 prichodem:
Zkracovani délky stromu preskocenim generace.
Postupné zkracovani cesty (vysky stromu).
def find(u, p):
while(p[u]l !'= w):
plul = plplull #Move to grandparent

= plul #Predecessor is grandparent
return u

Varianta se 2 prichody:
Pfepojovani vSech uzlG na kofen.
Okamzité zkraceni stromu.

def find(u, p):

while (plu] !'= u): #Find root
= plul
root = u
while u != root:
up = plul #Store predecessor
plul = root #Change predecessor to root
u = up #Go to parent

return u



24. Path Compression, |. *

Pfepojeni vSech uzlu cesty < 2,3,4,5 > ke kofeni 1.
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25. Path Compression, II. *

Postupné zkracovani cesty.

pri=1 (1)
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26. Datova reprezentace grafu

Kombinovand reprezentace: seznam vrcholtl V a hran E.

Reprezentace vrchol:
Seznam vrchold V v G.
V = [vi, v2, ...,vk]
Reprezentace hran:
Hrana: usporadana trojice - pocatecni uzel u, koncovy uzel v, ohodnoceni w.
Hrany: spojova reprezentace, seznam hran E.

E=1[
[ul, v1, wi],
[u2, v2, w2],

[uk, vk, wk],
]

Hrany Ize snadno setfidit dle w.

Drive pouzivané reprezentace umoznuiji snadnou konverzi na smiSenou.
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Boravkuv/Kruskalav algoritmus Weighted UNION-FIND

27. Ukazka reprezentace grafu

Reprezentace uzli:
v=1I_[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

Reprezentace hran:

E=[[1, 2, 8], [1, 3, 4], [t, 5, 2], [2, 8, 71, [2, 1, 8], [2, 3, B],
[2, 4, 21, [2, 7, 61, [3, 1, 41, [3, 2, 5], [3, 6, 31, [3, 7, 4],
[4, 9, 31, (4, 2, 21, [, 1, 2], [5, 6, ], [6, 8, 71, [6, 9, 10],
6, 3, 31, 6, 5, 51, [6, 7, 51, [7, 8, 31, [7, 2, 61, [7, 3, 4],
[z, 6, 51, [8, 9, 11, [8, 2, 71, (8, 6, 71, [8, 7, 31, [9, 8, 1],
[9, 4, 31, [9, 6, 10]1]
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28. Ukazka operace MAKE_SET *

Vytvoreni kofenovych stromU tvofenych 1 uzlem.

p[1]=1 p[2]=2
pl4]=4 p[5]=5
pl71=7 p[8]=8



Boravkuv/Kruskalav algoritmus Weighted UNION-FIND

29. Implementace Boruvkova/Kruskalova algoritmu

Operace MAKE_SET:

def make_set(u, p, r):
plul =u
rful =0

BorGvkav/Kruskaltv algoritmus:

def mstk(V, E):

T=[] #Empty tree
wt =0 #Sum of weights of T
p = [inf] * (len(V) + 1) #List of roots
r = [inf] * (len(E) + 1) #Rank of the node
for v in V: #Make set
make_set(v, p, r) #Initilize p and r
ES = sorted(E, key=lambda it:it[2]) #Sort edges by w
for e in ES: #Process all edges
u, v, w = e #Take an edge
if (find(u, p) != find(v, p)): #roots u, v in different trees?
union(u, v, p, r) #Create union
T.append([u, v, wl) #Add edge to tree
Wt = wt + w #Compute weight of T

return wt, T
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30. Vysledky, Boruvkav/Kruskalav algoritmus

wt, T = mst(V,E)

print (T)

>> [[8, 9, 11, [1, 5, 2], [2, 4, 2], [3, 6, 3], [4, 9, 3],
[7, 8, 31, [1, 3, 41, [3, 7, 411

print (wt)

>> 22
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31. Jarnikav/Primuav algoritmus

Objeven prof. Vojtéchem Jarnikem (1897-1970) v roce 1930.
Prof. Jarnik plsobil v letech 1921-23 na PfF UK.
Znovu objeven: 1957, R. C. Prime, 1959 E. W. Dijkstra.

Boravkav algoritmus pracuje soucasné s vice podstromy, které sjednocuije.
Jarniklv algoritmus pracuje pouze s jednim podstromem, ktery rozsituje.

Vyuziva greedy strategii.

Velmi podobny Dijkstra, liSi se zpusobem relaxace.

K aktualnimu uzlu u hledame v minimalizujici d[v] = w(u, v).
Vrcholy mozno znacCkovat.

Implementacné jednodussi nez Borlvkiv/Kruskallv.
KliCovy prvkem rychlost hledani v prioritni fronté Q.
Pfi implementaci Q haldou O(n), pomalé, nutno znac¢kovat O(1).



32. Popis Jarnikova/Primova algoritmu

Uzly, které nejsou v podstromu, uloZeny v prioritni fronté Q setfidéné dle d[v].
Pokud nelze v Q hledat O(n), nutno znackovat O(1).
Pfi inicializaci vSem u € U nastaveny d[u] = co.

Lze zacit od libovolného uzlu.
Ten oznacen jako root r, d[r] = 0, zpravidla r = 0.

Dokud Q neni prazdna vyjmeme uzel (d[u], u).
Pro kazdé dosud nenavstivené v incidujici s u provadime relaxaci.

Upravena relaxace:
Relaxaéni pravidlo ma tvar

d[v] > wlul[v] = d[v] = w(u,v),  p[v] = u.
Hodnota d[v] neobsahuje celkovou délku cesty s — u (Dijkstra).
Reprezentuje vzdalenost v od kostry: d[v] = w(u, v).

Pro uzel v ulozime ptedchtdce p[v].
Nasledné ptidame (d[v], v) do Q.

Rekonstrukce kostry: nalezneme p[u] pro vSechna u € U.
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Jarnikiv/Primav algoritmus

33. Ukazka Jarnikova/Primova algoritmu
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34. Implementace Jarnikova/Primova algoritmu

Reprezentace G spojovym seznamem.

def mstj(G, r):

s = [’N’] * (len(G) + 1) #No vertex is in mst
d = [float(’Inf’)] * (len(G) + 1) #Set infinite distances
p = [-1]1 * (len(G) + 1) #No predecessors
Q = queue.PriorityQueue() #Priority queue
d[r] = 0 #Root d[r] = 0
Q.put((0, r)) #Add start vertex
while not Q.empty():
du, u = Q.get() #Pop first element
s[ul = °C’ #Node belongs to mst, close
for v, wuv in G[ul.items():
if s[v] == ’N’: #Relaxation, v not in mst
if d[v] > wuv: #We found a better node
dlv] = wuv #Update distance from mst
plvl = u #Update predecessor
Q.put((dlv], v)) #Add to Q
Ukéazka:
mstj(G,1)

>> [-1, 4,1, 9, 1, 3, 3, 7, 8]
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Jarnikav/Primav algoritmus

35. Vysledky, Jarnikav/Primuv algoritmus
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