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1. Halda

tzv. Heap.

Patfi mezi rekurzivni datové struktury.
Reprezentovana binarnim stromem.
Volnéjsi definice nez BST.

Varianty:
@ MinHeap: v kofeni minimum, bézné varianta.

@ MaxHeap: v kofeni maximum, pouziti u prioritni fronty.

Vlastnosti min-haldy:
Hodnota v kazdém uzlu mensi nez v libovolném z potomku.
V hladinach 1, x — 1 maximalni poCet prvki ny

nX = 2X_1 .

V hladiné x prvky fazeny co nejvice vlevo.
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2. Halda, dalSi vlastnosti

Vlastnosti:

@ V kofenu minimalni prvek, nékde v Urovni x maximalni prvek.

@ Nalezeni minima s konstantni slozitosti, nalezeni maxima se
sloZitosti O(n).

@ P¥i vkladani prvku nemusime meénit tvar stromu, provadime pouze
vzajemné vymeny prvkl ve stromu.

@ Odpada nutnost prevazovat strom.

Implementace haldy:
@ binarnim stromem,
@ 1D polem.
Varianta 2:

Castéjsi (neméni se tvar stromu), nutno véak znat horni odhad poétu
prvku.

Rychly pfistup k prvkim.
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3. Ukazka haldy
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4. Reprezentace haldy polem

Definice:

Halda predstavuje takovou posloupnost prvku hy, ho, ..., h,, kdy pro
kazdy index i = I, ..., n/2 plati

hi < hoi A hi < hojg.
Halda definovana posloupnosti hy, ho, ..., h,.

VSichni levi potomci maji sudy index.
VSichni pravi potomci maji lichy index.

Pf.: Kofen stromu hy, ho levy potomek, hs pravy potomek.
Levy potomek uzlu h, je hy, pravy potomek je hs, atd.
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5. Ukazka haldového stromu
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6. Reprezentace haldy polem, dusledky

Z diivody neménnosti tvaru stromu vyhodna implementace polem.
Vztah mezi poradovym Cislem uzlu h; a indexem uzlu h[i] v poli

h; ~ h[i].
Vztah mezi prvkem h[i] a rodi¢em r

r=h[i/2].
Vztah mezi prvkem h[i] a levym potomkem /

I = h[2i].
Vztah mezi prvkem h[i] a pravym potomkem p

p = h[2i+1].
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Operace nad haldou

7. Operace nad haldou

Zakladni operace nad heapem:

@ inicializace heapu (Init): O(1),
@ pridani prvku do heapu (Insert): O(log(n)),

@ oprava heapu (Heapifying): O(log(n)):
Od listu ke kofeni: fixHeapUp.
Od korene k listu: fixHeapDown.

@ nalezeni minima: O(1), efektivni,

@ nalezeni maxima: O(n), velmi neefektivni !
@ smazani minima: O(log(n)),

@ tisk: O(n).
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Operace nad haldou Inicializace

8. Reprezentace haldy a inicializace

Proménna n uchovava aktualni velikost haldy.
Velikost haldy inicializovana na hodnotu maxN.
Slozitost O(1).
class Heap:
def __init__(self, max_n):

self.n = 0 #Pocet prvku v heapu
self.h = [0]*(max_n+1) #Maximalni velikost
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9. Oprava haldy nahoru

Pohyb haldou od uzlu U smérem ke kofeni haldy, nema vliv na potomky U.
Stromova reprezentace:

@ Pokud predchlidce P uzlu U ma vy$si hodnotu, prohodime U < P.
@ Pokracujeme v predchudci U = P, dokud U neni kofen.

Reprezentace polem:

@ Pokud prvek [i/2] m& menSi hodnotu nez prvek [/], prohodime [i/2] < [i].
@ Pokradujeme v predchiidci i = i/2 dokud i > 1.

def fixHeapUp(i):
while (i > 1 and (self.h[i//2] > self.h[i])): #0pakuj pro rodice
temp = self.h[i//2] #Prohozeni
self.h[i//2] = self.h[il]
self.h[i] = temp
i=1i//2 #Jdi na rodice
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10. Ukazka opravy haldy nahoru
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11. Ukazka opravy haldy nahoru (30<->10)
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12. Ukazka opravy haldy nahoru (10<->19)
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13. Oprava haldy dolu

Pohyb haldou od uzlu U smérem od kofene k listdim haldy, nema vliv na pfedchidce
U.

Stromova reprezentace:
@ Najdi nasledniky uzlu U: V, Vp.
@ Pokud Vp < V., naslednik V = Vp, jinak V = V| (pfidavame do mensiho).
@ Pokud U > V, prohod U < V, jinak ukongi.
@ Pokracuj v prohozeném vrcholu, dokud nedosahneme listu.
Reprezentace polem:
@ Najdi nasledniky uzlu [i]: [2 /], [2 * i + 1].

@ Pokud [2 i+ 1] < [2 ], naslednik [v] = [2 i+ 1], jinak [v] = [2 * /]
(pfidavame do mensiho).

@ Pokud [i] > [v], prohod [i] < [v] jinak ukonéi.
@ Pokracuj v prohozeném vrcholu, dokud nedosdhneme listu
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14. Algoritmus pro opravu haldy dolu

def fixHeapDown(i):
while 2 * i <= self.n: #Existuji oba potomci?
k=2x*i #Levy potomek
if (k < self.n) and (self.h[k + 1] < self.h[k]): #Porovnani L a
k=k+1; #Index ukazuje na mensiho potomka
if self.h[i] >self. h([k]: #Nesplneny podminky, prohodit
temp = self.h[i]

self .h[i] = self.h[k]

self.h[k] = temp
else:

break #Vse v poradku, netreba prohazovat
i=k #Pokracuj od prohozeneho potomka
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15. Ukézka opravy haldy dolu
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16. Ukéazka opravy haldy doli (19<->15)

’
s
’
’
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17. Uké&zka opravy haldy dold (18<->19)

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Dynamické datové struktury II. 19/35



18. Pridani prvku do haldy

Slozitost O(log(N)).

Nevhodné konfigurace vstupnich dat: v kazdém kroku pfidavame
nejvetsi prvek.

V takovém pfipadé musi byt opravovan strom ke koreni.

Postup:

Novy uzel s hodnotou x vytvofen na posledni hladiné co nejvice
vpravo.

Oprava haldy nahoru U.

def add(self, item):
self.n = self.n + 1 #Prodlouzeni haldy o 1 prvek
self.h[self.n] = item #Pridej na konec haldy
self.fixHeapUp(self.n) #0prav strom od tohoto prvku
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19. Ukazka budovani haldy

OSS®
SRS
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Operace nad haldou Nalezeni maxima

20. Nalezeni maxima v haldé

Maximum se nachazi v nékterém z listu.
Z definice haldy nevyplyva, v kterém listu bude lezet.

Nutno projit vSechny listy, tj. poslednich n/2 — 1 prvka: h[n/2], ..., h[n — 1].
Slozitost operace O(n).
Prekvapivé neefektivni oproti BST.

def max(self):

max_el = self.h[self.n//2] #Inicializuj maximum
for i in range(self.n//2+1, n): #Projdi zbyvajici listy
if self.h[i] > max_el: #Aktualizuj maximum

max_el = self.h[i]

return max_el

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Dynamické datové struktury II. 22/35



Operace nad haldou Smazani kofene

21. Smazani korene

Minimum se nachazi v kofeni.
Dusledkem zmen$eni haldy o jeden prvek.
Slozitost O(log(n)), nutno opravit strom.

Postup:
@ Prohozeni prvku h[1] < h[n].
@ ZmenSeni velikosti 0 1 prvek.
@ Oprava haldy z vrchu od kofene dolu.

def delRoot(self):
temp = self.h[1] #Prohozeni h[1] <-> h[n]
self.h[1] = self.h[self.n]
self.h[self.n] = temp
self.n = self.n - 1 #Zmenseni velikosti o 1
self.fixHeapDown (1) #0prava haldy dolu
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Operace nad haldou Smazani kofene

22. Pouziti haldy

3 z&kladni aplikace:

@ HeapSort
Tridici algoritmus, nestabilni.
Slozitost O(nlog n).

@ Perioritni fronta
Implementace prioritni fronty.
Efektivnéjsi nez linearni seznam.
Operace O(log n).

@ Hledani k—tého nejmensiho prvku
Opakované odebrani kofene (k — 1) x.
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23. Heap Sort

Probiha nad vybudovanou haldou, trivialni implementace.

Opakuj, dokud halda neobsahuje pouze kofen:
@ Prohozeni kofene (minima haldy) s prvkem haldy nejnizsi arovné
nejvice vpravo.
@ Oprava haldy dolu (v kofeni neni minimum).
@ Zkraceni haldy o prvek nejnizsi irovné nejvice vpravo.
Nad polem snadna algoritmizace.
Opakuj, dokud n > 1
@ Prohodime h[1] a h[n].
@ Provedeme opravu haldy doll z kofene.
@ Dekrementujeme n.
Prvni vybér: nejmensi prvek.
Druhy vybér: druhy nejmensi prvek, atd...
Jsou fazeny za koncem zkracované haldy sestupné.
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Operace nad haldou Tridici algoritmus HeapSort

24. Ukazka Cinnosti algoritmu

o

D
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25. Algoritmus Heap Sort

Pouze ttidici procedura:

def heapSort(self, X):

#Pridej prvek do heapu

for x in X:
self.add(x)

#0pakovane maz koren

while (self.n > 1):
self.delRoot ()
return self.h[1l:len(self.h)]

Vlastnosti algoritmu:

Algoritmus ma sloZitost O(nlog n).
Asi 0 20% pomalejsi nez MergeSort
Asi 0 50% pomalejSi nez QuickSort.
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Prioritni fronta

26. Prioritni fronta

Priority Query.
Nékdy nazyvana “fronta s predbihanim.
Siroce pouzivana struktura pracuijici s prvky nestejné vahy.

Prioritni fronta predstavuje strukturu dvojic
<weight, value>

usporadanou sestupné dle hodnot weight (priorita).
Priorita ur€ena ohodnocovaci funkci, udava “vyznam” prvku.
Prvek s vy$Si prioritou maze prebéhnout prvek s nizsi prioritou.

Princip prioritni fronty:

Prvky pfidavany v poradi na konec fronty.
Odebirany na zakladé hodnoty klice.

V kazdém kroku odebran prvek s nejvyS$Si prioritou.
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Prioritni fronta

27.

Zakladni operace

Implementace prioritni fronty: linedrni seznam, BST, halda (preferovana).
Velké rozdily ve vykonnostnich charakteristikach!

*Pro AVL stromy h = 1.4 log(N), pro degenerované pfipady BST h = N — 1, neefektivni.

Metoda ‘ push pop find
Neuspofadany seznam o(1) O(n) O(n)
Usporadany seznam o(n) o(1) o(1)
BST, vyvazeny* O(h) O(h) O(h)
Heap O(log(n)) | O(log(n)) | O(log(n))

Operace nad prioritni frontou:

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate|

Vytvoreni fronty.
Pfidani polozky.

Smazani polozky s nejvétsi prioritou

Zména priority polozky.
Vymaz libovolné polozky.
Smazani fronty.
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28. Ukazka prioritni fronty

| Weight | Value | | Weight | Value
204 123 204 123
197 239 197 239
152 246 97 404
142 177 152 246
105 432 142 177
97 404 88 164
92 44 13 98
88 164 105 432
53 149 53 149
45 186 92 44
13 98 45 186

V praxi nemusi byt prvky settideny.
Na spravné pozici pouze prvni prvek.
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29. Implementace PQ pomoci Heapu

Standardni implementace haldy.

Slozitost operaci O(log(n)), na rozdil od BST netfeba pfevazovat.

Vyuzivana datova struktura maxHeap:
V kofeni maximum, nejmensi hodnoty v listech.

U fixHeapUp() a fixHeapDown() zdména < za >.
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30. Implementace PQ

Trida PQltem

class PQItem:
def __int__(self, w, value):
self.w = w;
self.value = value

Ttida PQ, princip kompozice:

class PQ:
def __init__(self, max_size):
self.n = 0

self.h = [PQItem] * (max_size + 1)

Polozky haldy objekty typu PQltem.

V praxi nejcastéji implementovany operace push() a pop().
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31. Implementace PQ

Trida PQltem:

class PQItem:
def __int__(self, w, value):
self.w = w;
self.value = value

Ttida PQ, princip kompozice:

class PQ:
def __init__(self, max_size):
self.n = 0

self.h = [PQItem] * (max_size + 1)
PQ implementovana jako maxHeap.
Zména relacnich operatord pfi opravé haldy.
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32. Oprava haldy

Oprava haldy nahoru: zména relacniho operatoru < = >

def fhu(self, i):
#Fix heap up
while (i > 1) and (self.h[i].w
#Swap h[i] and h[i//2]
temp = self.h[i//2]
self.h[i // 2] = self.h[i]
self.h[i] = temp
#Go to parent
i=1i//2
Po opravé stromu maximum v koreni.
Analogie pfi oprave haldy doli: > = <.
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33. Operace push() a pop()

Operace push(): analogie s add().

SloZitost O(log(n)).

def push(self, item):

# Increment n

self.n = self.n + 1
# Connect to heap

self.h[self.n] =

# Fix heap up
self.fhu(self.n)

item

Operace pop(): analogie s delRoot().

SloZitost O(log(n)).
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