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1. NejkratSi cesta grafem

Casto fesend tloha v geoinformatice, logistice, dopravé.
Optimalizace pruchodu grafem tak, aby délka cesty byla minimalni.
Vyslednd cesta je orientovana.

Varianty problému:

@ nejkratsi cesta ze zadaného uzlu do cilového uzlu,
@ nejkratsi cesta ze zadaného uzlu do kazdého uzlu,
© nejkratsi cesty ze vSech uzl( do zadaného uzlu,
©Q nejkratsi cesty mezi vSemi dvojicemi uzlU.

Variantu ad 1) Ize pomérné jednoduse prevést na ad 2) nebo ad 4).
Variantu ad 3) Ize zménou orientace hran prevést na ad 2).

Lze aplikovat na orientované/neorientované grafy.

Predpoklad: hrany grafli maji kladné ohodnoceni, w > 0.
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2. Nejkratsi cesta z 1 uzlu

Predpoklady pro G: orientovany/neorientovany, souvisly, konecny.
Popis G: spojovy seznam.
VétSina metod vychazi z BFS: prohledavani do Sirky.

Ohodnoceni hran w > 0 (obecné w € R).
Interpretace w: vzdalenost, Cas jizdy, naklady, spotreba,...

Prehled algoritmu:

@ Dijkstra (w € R™),
@ Bellman+Ford (w € R).

Casto feseny problém v geoinformatice.
Pouziti: navigacni SW, logistika, doprava.



3. W-délka a w-vzdalenost
Cesta P = (hy, ..., hx) v graf G = (H, U, p) tvofena k hranami h s w-délkou dw

dw(P) =Y w(h)
i=1
W-vzdalenost dy(u, v) uzld u, v grafu G je nejmensi w-délka cesty z u do v
dw(u, v) = min d(P(u, V))

Nejkratsi cesta z vrcholu u do v neexistuje: dw (u, v) = oco.
Pro kazdé u, v, x € G plati(?) axiomy:

(1) dw(u,v) > 0, (“nezapornost” vzdalenosti),

(@) dw(u,v) = 0<% u=v,(identita),

(8) dw(u,v) = dw(v,u),(symetrie, pro neorientované G),

4) dw(u,v) < dw(u,x)+ dw(x, v), (trojahelnikova nerovnost).

Véta o nejkratsi cesté:

Pokud dw(u, v) nejkratsi cestou z u do v pres x, pak dw(u, x) nejkratSi cestou z udo x a
dw(X, v) nejkratsi cestou z x do v.

dw(u, v) = dw(u, x) + dw(x, v) = dw(u, x) + w(x, v).

Libovolna ¢ast nejkratsi cesty je téz nejkratsi, disledek TN.



Nejkratsi cesta mezi 2 uzly

4.Ukazka trojuhelnikové nerovnosti

d (uv)=d (ux)+d (xv) d (uv)<d (ux)+d (xV)

d (u,v)

w

Vlevo, plati véta o nejkratSi cesté.
Spojeni obou pfipadud

dw(u,v) < dw(u, x) + dw(x, v).
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5. Relaxace hrany

Nalezeni nejkratsi spojnice z uzlu s do v + aktualizace pfedchddce v.
2 varianty: s — vnebo s - u — v.

Hodnoty d[u], d[v] hornimi odhady dw(s, u), dw(s, v).
Pro uzly u, v, s plati automaticky trojuhelnikova nerovnost, avsak overujeme

dw(s, v) < dw(s,u) + dw(u,v) < dw(s,u) + w(u,v) < d[v] -

Pokud

dlv] > d[u] + w(u, w),

nejkratSi cesta vede pfes u a p[v] = u.

def relax(s,u,v):

if d[v]
d[v]
plvl

>

dlul+w(u,v):
d[ul]+w(u,v)
u

dlu] + w(u, v).



Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Relaxace hrany

6. Ukazka relaxace hrany

Vyhodnéjsi cesta s — u — v (vlevo) nebo s — v (vpravo).

d[u]=2 d[u]=6

dlvl=7 div]=7

dlv] > d[u]+ w(u,v), plvl=u dlv] < d[ul+ w(u,v), plvl=s
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Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Dijkstrav algoritmus

7. Dijkstrav algoritmus

Nejznaméjsi algoritmus pro hledani nejkratSich cest mezi u, v.
Zobecnuje strategii BFS.
Predpoklady:
@ nezaporné ohodnoceni w,
@ G je souvisly.
Provadi opakovanou relaxaci hrany, co nejmensi prodlouzeni cesty.

Vyuziva Greedy strategii:
Heuristicka optimalizace, zde Uspésna (obecné nemusi byt)
Hleda globalni minimum tak, Zze v kazdém kroku hledame lokalni.

Jednoduché implementace.
Slozitost O(||U]?).
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Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Dijkstrav algoritmus

8. Princip Dijkstrova algoritmu

Hledana nejkratsi cesta mezi uzly s a k.
Vyuziva postupného zpfesnovani odhadu nejkratsi délky od s do k.
Stavajici nejkratsi cestu se snazime co nejméné prodlouzit.

Hodnota d[u]: aktuélni odhad nejkrat$i vzdalenosti dy (s, u) k uzlu u.
Hodnota d[v]: aktualni odhad nejkrat$i vzdalenosti dy (s, v) k uzlu v.

Pouziti relaxace:
Pokud

d[v] > d[u] + wlu][v],
pak

d[v] = d[u] + wlu][v],
je novym odhad d[v] a

plv] = u.

V kazdém kroku vybiran uzel u s nejmensi hodnotu d[u].
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Dijkstrav algoritmus

Nejkratsi cesta mezi 2 uzly

9. Ukazka Dikjstrova algoritmu (1/2)
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Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Dijkstrav algoritmus

10. Ukazka Dikjstrova algoritmu (2/2)
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11. Popis Dijkstrova algoritmu

U kazdého uzlu uchovéavano: d[u], p[u].
Cesta rekonstruovana ze seznamu predchldcl zpétne.
Ulozeny v prioritni fronté Q
Q = {d[u], u}.
Startovni uzel s.
@ Inicializacni faze:
Inicializace vstupnich hodnot: d(u) = oo, p(u) = —1,.
Nastaveni d[start] = 0. Pfidani < d[start], start > do Q.
Q lterativni faze:
Dokud Q neni prazdna:

@ Z Q vybran uzel s nejmensi hodnotou d(u).
@ Relaxaci z u na vSechny sousedy v:
@ Pokud nové d[v]lmenSi nez plvodni, nahradime ho aktualizovanou
hodnotou.
@ Aktualizujeme pfedchuidce: p[v] = u.
@ Pfidame < d[v],v > do Q.

Opakujeme (2), dokud Q neni prazdna, tj. existuje néjaky otevieny uzel.
Snadné implementace.



Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Dijkstrav algoritmus

12. Datovy model grafu s ohodnocenim

Spojova reprezentace.
Pouzit dictionary

Kli¢ K uzel.

(K, V).

Hodnota V: seznam incidujicich vrchol( s ohodnocenim hran.

G={V1 : {Vi:W1, V2:W2,
V2 @ {Vi:wW1, V2:W2,

Vk : {V1i:W1, V2:W2,

Ukéazka popisu G:
G3 = {

W0 ~NO O P WN -
-~
-

W N WNNPS

DO WOl ONWW
ol

}
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Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Dijkstrav algoritmus

13. Implementace Dijkstrova algoritmu

Implementace s prioritni frontou.

def dijkstra(G, start, end):
d = [inf] * (len(G) + 1)
p = [-1] * (len(G) + 1)
Q = queue.PriorityQueue()
Q.put ((0, start))
d[start] = 0
while not Q.empty():

du, u = Q.get()

for v, dv in G[u].items():

if d[v] > d[u] + dv:
dlv] = d[u] + dv
plvl = u
Q.put((dlv]l, v))
Ukazka:

dijkstra(G, 1, 9)
path(p, 1, 9)
> 13789
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#Set infinite distance
#No predecessors
#Priority queue

#Add start vertex
#Start d[s] = 0

#Pop first element
#Relaxation, all (u,v)
#We found a bett way

#Update distance
#Update predecessor
#Add to Q
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Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Bellman-Fordav algoritmus

14. Bellman-Fordlv algoritmus

Vhodny pro grafy se zapornym ohodnocenim hran.

Dijkstra zde nefunguje, u mize byt otviran opakované, d[u] — —cc.
B-F relaxuje vSechny hrany opakované v abecednim poradi.

D realaxuje pouze hrany vychazejici z uzlu u.

Vyhodou jednoducha implementace.

Uzly neni nutno znackovat.

Vzniké& snadnou modifikaci D: misto prioritni fronty pouzita fronta.
V takovém pripadé otevirame nejstarsi uzel, ne nejblizsi.

B-F se zastavi, pokud neexistuje h.kde w(h) < 0.
Generuje nejkratsi cestu tvofenou nejméné hranami.
Slozitost O(||U]| - ||H]))-

omas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate| Grafové algoritmy II. 16/41



15. Princip B-F algoritmu

Inicializace d[u] = co a p[v] = —1 pro v8echny uzly.

Z kazdého uzlu relaxovany vSechny hrany v abecednim poradi.
Vybér uzlu na rozdil od D. neni vazan na d[u].

Relaxaci aktualizovana hodnoty d[v].

Algoritmus 2 fazovy:
@ Relaxace viech hran G.
Provedeno ||U — 1]| x.
© Hiledani hrany snizujici d[V]
Opakovana relaxace kazdé hrany.
Pokud alespon 1x snizeno d[v], existuje w(h) < 0.
Jinak w(h) < 0 neexistuje.

Klasicka implementace:
Dvoufézova s vnofenym cyklem.

Implementace frontou:
Efektivnéjsi, do Q pfidavany u, u kterych relaxace snizila d[v].
Pocet opakovani neni fixni, vazan na Q.
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16. Ukazka B-F algoritmu

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Grafové algoritmy II. 18/41



Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Bellman-Fordav algoritmus

17. Klasicka implementace B-F

Faze 2 nepovinna, detekuje negativni hrany.

def bellman(G, start, end):

d = [inf]l * (1en(G) + 1) #Set infinite distance
p = [-11 * (1en(G) + 1) #No predecessors
d[start] = 0 #Start d[s] = 0

for i in range(len(G)-1): #First phase

for u in G:
for v, dv in G[u].items():

if d[v]l > d[ul + dv: #We found a better way
d[v] = d[u]l + dv #Update distance
plvl = u #Update predece
for u in G: #Second phase
for v, dv in G[u].items():
if dlv]l > d[u] + dv: #Found edge decreasing d[v]
return True #Negative edge found
return False #No negative edge
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Nejkratsi cesta mezi 2 uzly Bellman-Fordav algoritmus

18. Implementace B-F frontou

def bellman(G, start, end):

d [inf] * (len(G) + 1)
p = [-1] * (len(G) + 1)
Q=10
Q.append(start)
d[start] = 0
while Q:

u = Q.pop(0)

I

for v, dv in G[u].items():

if d[v] > d[u] + dv:
d[v] = d[u] + av
plvl = u
Q.append(v)
Ukazka:

bellman(G, 1, 2)
path(p, 1, 2)
> 145632
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#Set infinite distance
#No predecessors
#Queue

#Add start vertex
#Start d[s] = 0

#Pop first element
#Relaxation, all (u,v)
#We found a better way
#Update distance
#Update predecessor
#Add to Q
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Nejkratsi cesty mezi vSemi pary uzli

19. NejkratSi cesty mezi vSemi pary uzlu

Hledani nejkratSich cest mezi vSemi dvojicemi uzlti v G.
Pro orientované i neorientované grafy.
Predpoklad: graf neobsahuje zaporné w.
Metody:
@ Opakovani Dijkstry nebo B-F pro vSechny kombinace
Neefektivni, pouzivano jen pro fidké grafy.
@ Specializované algoritmy
Floyd-Warshal, prodluzovani w-délky.
Prechod od spojové reprezentaci k maticové: D, W, P.
Kombinace matice sousednosti a ohodnoceni.
Matice w-délek a w-vzdalenosti, predchidcu.
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20. Matice w-délek W

Graf G = (H, U, p), ohodnoceni w : H — R.
Ctvercova matice W = [w; ] Fadu n je matici w-délek

0, pokud i = j,
wj = < w(ui,u), pokud i # j, (ui,u) € H,
55, pokud i # j, (ui, ) & H.

Pro G Ize snadno sestavit.

Pro neorientovany graf symetricka, kombinuje incidenci a chodnoceni.
Vychozi vstupni matice pro vypocty.

Reprezentace v Pythonu: 2D seznam

W=[
[wil, w12, ..., win],
[w21, w22, ..., w2n],

[wnl, wn2, ..., wnon],

]
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21. Matice w-vzdalenosti D

Ctvercova matice D = [d} ;] Fadu n je matici w vzdalenosti

dj = dw(u;, uj).
Nejkrat$i vzdalenosti mezi pary uzlu.
Pro neorientovany G symetricka.
Ziskana naslednym vypoétem, vysledek grafovych algoritm(.

1 20 2

1 1
1 1
1-
150 20 ©w o 0 1/0 20 27 19 9
] ]
| 2133 0 27 19 42
9 1 W=2:m 0 o 19 o |2
310 11 0 10 w 3124 11 0 10 33
4114 18 8 0 o 4114 18 0 23
1
5111 e« 18 10 0 5111 28 18 10 0O

5 T8

llustruje dosazitelnost uzlt z jinych uzl( (konecné vzdalenosti).
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22. Matice predchidcu P

Ctvercova matice P = [oi,j] Fadu n je matici pfedchadca

~J0, pokud = jnebo A min. cesta u; — uj,
Pi = Uk, Uk predchiidce u;,3 min. cesta u; — u;.

Analogie s predchliidcem uzlu ve spojové reprezentaci.
Prvek p; obsahuje stejnou informaci jako 1D pole p[u].

Umoznuje rekonstrukci nejkratsi cesty.
Provadi se opét od koncového bodu k pocateénimu: rekurze, iterace.
Ziskana vypoctem.

o

Il
abd~dpO
AP WO =
aprOpbO
o wmNn O,
O = = =
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Nejkratsi cesty mezi vSemi pary uzli Maticova reprezentace problému

23. Rekonstrukce nejkratsi cesty, nerekurzivni

Od posledniho uzlu j postupujeme k prvnimu uzlu /.
Nutno prohodit poCatecni a koncovy uzel.

def path(P, i, j): #Path from i to j
print(j) #print end vertex j
while i != j: #Until we start=stop

j = PLi][j] #Predecessor P[i][j]
if j == 0: #No predecessor, stop

print("No Path.")
return
print(j) #Print point
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Nejkratsi cesty mezi vSemi pary uzli Maticova reprezentace problému

24. Rekonstrukce nejkratsi cesty, rekurze

Rekurzivni implementace vyuzivajici P.
Analogie postupu s polem predchidcu.

def pathm(P, i, j): #Path from i to j
if i==j: #Start = end, stop
print (i)
else:
if P[il[j] == ©: #No predecessor

print("No Path.")
else:
pathm(P, i, P[i][j1) #Path to P[i] [j]

print (j)
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25. Metody vypoctu D

2 zakladni metody vypoctu:
@ Opakovanym zpresnovanim w-délky.
© Floyd-Warshallv algoritmus.
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26. Vypocet zpresnovanim w délky

Graf G= (H, U, p), |U|| = n.
NejkratSi cesta uzly v G tvofena nejvySe n — 1 hranami.
Cast nejkratsi cesty je také nejkratsi.

Mezi uj, u; € U hledame nejkratSi cestu dy(u;, u;) s nejvySe m
hranami.

Necht' ux = p(y;)
Ug = p(uj)’
pak u; — uk také nejkratsi, tvofi ji nejvySe m — 1 hran
dW(U,', Uj) = dW(U,'7 Uk) + w;.

Resymbolizace: dm = dw(Uuj, U;), dmh = dw(u;, uy), pak
i /) ik

dlgm) = di(kmiﬂ + W.
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27. Rozklad nejkratSi cesty

o = o +

3
= d1(2) + Wo3 + Wag,

2
= d1(6) + We2 + Wo3 + Wy,

;
= 1(5) + Wsg + Wep + Wog + Waq,

= 1((1)) + Wis + Wsg + We2 + Wag + Wag,
= Wy5 + Wsg + Wep + Wa3 + Waq.
Kazdy usek nejkratsi spojnici mezi 2 uzly.
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28. Princip metody prodluzovani w délky

Pro cestu délky m prohledany vSechny existujici cesty o délce m — 1.
Predpoklad: G neobsahuje zaporné hrany.

Opakované prodluzovani nejkratsi cesty u; — u; s m — 1 hranami o 1 hranu.
Hledame nejkratsi cestu pres vSechny predchidce ux uzlu u;.

Zname d\"", hledame d,.j(.m), optimaliza¢ni problém

(m) _ : =1
dj” = min, (" + wy)

0, i=j
d(O) _ ’ ’
! oo, I[#],

Provadime pro m > 2, pro m = 1 d,g.” = w;.

a d,-/(v1) = Wj.

Neefektivni metoda, pouze pro malé grafy: O(||U||*).
V praxi pouzivan Floyd-Warshal.



29. Ukazka funkcionality algoritmu

Zvyraznény dé.”’), kde doslo ke zlep$eni.
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30. Algoritmus prodluzovani w délky
Klasické nasobeni matic C = AB

n
Cj = Z a,-kbk/.
k=1

Pro C, A, B prodluzovani trasy
¢j =, min (@i + big) »

predstavuje modifikované nasobeni C = A® B.
Opakovano n — 1 x.
Problém Ize prepsat do tvaru

oM = w,

D® = pew=weWw=W?3

DB = DAgW=WeWeW=W?3,
D(n71) — D(n72) ® W = Wn71.

Na matici W aplikujeme n — 1 modifikované nasobeni.
Postupné hledani nejkratsi cesty tvorené 2, 3, 4, ..., uzly
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31. Implementace metody prodluzovani w délky

Prodlouzeni w délky o 1, upravené nasobeni matic
def extend(D, W):

n = len(W)
Dn = [[inf] #* n for i in range(n)] #Empty matrix of Inf
for i in range(0, n): #For each start node u
for j in range(0, n): #For each end node uj
x = inf #Assign minimum
for k in range(0, n): #Find shortest path
x = min(x, D[il[k] + W[k]1[jl) #by extending old one
Dn[i] [j] = x #Store path

return Dn
Prodlouzeni w délek vSech nejkratSich cest:
def mmshortest (W):

D=W #Initialize D(1)=W
n = len(W)
for m in range(2, n):  #Extend path
D = extend(D, W)
print (D)
return D #Return D(n)

Tomas Bayer | bayertom@natur.cuni.cz (Kate Grafové algoritmy II. 33/41



32. Vysledky

Matice D() = w:

W =

]

[0, 8, inf, inf, 1, infl,
[8, o0, 3, inf, 5, 11,
[inf, 3, 0, 2, inf, 7],
[inf, inf, 2, 0, 10, 09I,
[1, 5, inf, 10, 0, 2],
[inf, 1, 7, 9, 2, 0]

]

Matice D®?) — p(®):

o 6 11 11 1 3 0 4 9 1 1 3
6 0 3 5 3 11 4 0 3 5 3 1
p@_ |11 8 0o 2 8 4 | ;s [ 9 3 0 2 6 4
1 5 2 0 10 9 |° 1 5 2 0 10 6 |°
1 3 8 10 0 2 1 3 6 10 0 2
3 1 4 9 2 0 3 1 4 6 2 0
0 4 7 11 1 3 0 4 7 9 1 3
4 0 3 5 3 {1 4 0 3 5 3 1
p_| 7 3 0 2 68 4| 5 7 3 0 2 6 4
M1 5 2 0 8 6 |’ 9 5 2 0 8 6
1 3 6 18 0 2 1 3 6 18 0 2
3 1 4 6 2 0 3 1 4 6 2 0
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33. Floyd-Warshalltuv algoritmus

NejCastéjsi metoda hledani nejkratSich cest mezi pary uzlu.
Predpoklad: G nema hrany w < 0.
Postupné zpresfovani rozsifovanim mnoziny vnitfnich uzlu.

Vnitfni uzel cesty uy — uk
<U1 ,Ua, Us, ..., Uk—1, Uk> 9
je jeji libovolny nekrajni uzel
{Uz, Us, ..., Ux—1 } 5

V kazdém kroku se jeden uzel stava vnitfnim a hledame cesty pfes néj.
Snadna implementace, trojice vnofenych cyklu.

Slozitost O(||U|[®).
Ridké grafy: n-nasobné pouziti Dijkstry + B-F.
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34. Matice D w- délek

Matice D w-délek
D — [d.(-k)]
// b)

kde d,;k) je w-délka mezi uzly u;, u; tvofena k vnitfnimi uzly
{U1, U, us, ..., Uk} o

Plati

) _ ) Wi k=0,
U\ min(df T, d Y ) k=1
Nejkratsi cesta u; — u; s k vnitfnimi uzly:

@ nejde pres uk, pak d,ﬁ’jf) = d,.(,'f‘),

@ |de pfes ug, Ize rozdélit na u; — ukx a ux — u;.

Ovéfeni, zda cesta u; — u; neni horsi nez cesta z uzlu u; — u; pres ux.
Pokud cesta ptes ux vyhodnéjsi, aktualizovan pfedchiidce p; = py;, obdoba relaxace.
Pomiticka: D™, k vrchol pres ktery hledame krat$i cestu u; — u;.
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35. Matice P

Matice P = [pj] pfredchidcu.
pj predchudcem u; hrany {u;, u;}, p(u;) = u;.
Inicializace P:

p(o) _ 0, i :j\/ Wij= o0
b i, jinak.
Zédny vnitfni uzel, predchidcem uzlu u; hrany {u;, u;} uzel u;.
Aktualizace P:
k—1 k k—1 k—1
p(k) _ P,(,j )’ d( ) d( ) 4 d(/ )
I plen), d(k S d(k 0 4 gk ).

Pokud je vyhodnéjsi cesta pres uy, aktualizujeme predchidce u; uzlu
uj na ug.

Rekonstrukce cesty u; — u; zpétné od koncového uzlu ;.



36. Ukazka funkcionality Floyd-Warshall

Do
1 20 2 1
A
14 19
4
X
n
10 10
5 18 3
oo
1 20 2
14 19
4
9 f
10 10
18
5 3
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37. Implementace Floyd-Warshall

Snadna implementace.
TFi vnofené cykly + neliplnd podminka.

def fw(P, W):

D=W #Initialize D(1)=W
n = len(W)
for k in range(0, n): #For growing inner nodes
for i in range(0, n): #For each start node ui
for j in range(0, n): #For each end node uj

if D[iJ[j] > D[il[k] + D[k][j]: #Shorter path over uk
D[il[j] = D[il[k] + D[k][j] #Assign shorter path
P[i1[3j] = P[kI[j] #Update predecessor
return P, D

Doba béhu O(||U||*).
Neefektivni pro velké fidké grafy.
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38. Vysledky, Floyd-Warshall, 1/2

Matice W, P :
W=1_L P=17L
[0, 20, inf, inf, 9], [o, 1, 0, o, 11,
[inf, O, inf, 18, infl, [0, 0, 0, 2, 0l,
[inf, 11, 0, 10, inf], [o, 3, 0, 3, 0l,
[14, 19, 8, 0, inf], [4, 4, 4, 0, 0],
[11, inf, 18, 10, O], [5, 0, 5, 5, 01,
] 1
Volani funkce:
P,D = fw(P, W)
Matice D®) — D():
0 20 oo oo 9 0 20 oo 38 9 0 20 oo 38 9
[eS) 0 oo 18 ) [e) 0 (e 18 [e) oo 0 (o) 18 (e
DMW=| cc 11 0 10 o |,0P=] cc 11 0 10 oo |,0D¥%=] 0o 11 0 10 oo
14 19 8 0 23 14 19 8 0 23 14 19 8 0 23
11 31 18 10 0 11 31 18 10 0 11 29 18 10 0
0 20 46 38 9 0 20 27 19 9
32 0 26 18 41 33 0 26 18 41
pDW—=1| 24 11 o 10 33 |,0® =] 24 11 0 10 33
14 19 8 0 23 14 19 8 0 23
11 29 18 10 0 11 29 18 10 0
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39. Vysledky, Floyd-Warshall, 2/2

Postup:

D) : hledame vsechny u; — u; pres uy
1—-01)—21-(1)->31—->1)—41—->(1)—>562—>(1)—>1,2—>(1)—>32—>(1)—>42—1)—5
3—-(1)—>1,3->(1)—>23—>(1)—43—>(1)—>54>(1)>1,4>(1)—>24—>(1)—>84 (1) b
55 (1)—>15 (1) »25—-(1)—35—>(1)—>44—->(1)—>1,4—->(1)—>24—(1)—>34— (1) —>5.
D® : hledéme vsechny u; — u; pres up
1—-0@)—21—-2)—-381 (2 +41—-512)—>52—>02)—>12—-(02)—32—>(2) >42— (2 —5
32 —>1,3—>(2)—23—>(2)—43—>(2)—54—>02) —>14—>02) —24—(2) —34—(2) —5

552 —>1,5—->02)—>25—(12)—+35—>2) 442 —1,4—>2) 24— (2 —3,4—(2)—5.

Matice P(O) — p():

0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 2 1

00 0 2 0 00 0 2 0 00 0 2 0
PO—| 0 3 0o 3 of|, PD=|0 3 0 3 o0 p® 0 3 0 3 0 |,

4 4 4 0 0 4 4 4 0 1 4 4 4 0 1

5 0 5 5 0 5 1 5 5 0 5 1 5 5 0

0 1 0 2 1 0o 1 4 2 1 0 1 5 5 1

0 0 0 2 0 4 0 4 2 A1 4 0 4 2 1
PA—_1 0 3 0 3 0|, P9=| 4 3 0 3 1 p® 4 3 0 3 1

4 4 4 0 1 4 4 4 0 1 4 4 4 0 A

5 3 5 5 0 5 4 5 5 0 5 4 5 5 0
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