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1. Uvod

Minimalni kostra grafu: Minimum Spanning Tree.
Podgraf, faktor, strom, minimalni vaha hran.
Faktor: podgraf G’ obsahujici vSechny uzly G.
Uloha méize mit vice fesenti.

Casto fegeno v dopravé, energetice, telekomunikacich.
Optimalni zasobovaci sit, udrzeni sjizdnosti silnic, Zelezni¢ni spojeni.
Elektronika, navrh ploSnych spojd (L1 norma).

Z hlediska spolehlivosti neni optimalni.

Vypadek 1 hrany: rozpad G na 2 nesouvislé grafy.

Dusledek: preruseni dodavky energie, neprdjezdnost (nehoda), atd.
Kritické Casti infrastruktury nutno posilit: zdvojeni.

Ptredpoklad G neorientovany, souvisly, nezaporné hrany.
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2. Laplaceova matice grafu
Reguléarni matice L(||U]|, ||U]])-

Zachycuije stupné uzlU a incidenci.
Laplaceova matice L = [/;]

deg(y), =/,
lj=4 -1, i #jn(ui,u) € G,
0, jinak.
Alternativné,
L=D-V,
kde D(||U]| , ||U]]) matice stupnil uzlu,

o {Z =i
"o i#],
V(||U]l, ||U||) matici incidence.
Uplny graf



3. Vypocet Laplaceovy matice: G




4. Vypocet Laplaceovy matice pro G
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5. Kostra grafu

Graf G = (H, U, p), neorientovany, m = ||H||, n = ||U]|.
K = (Hk, U, px), faktor G, ktery je stromem, tvofena n hranami

= Hll = Ul =1=n—-1.
Pro G existuje Nk koster K, vypocet z Laplaceovy matice/pfiblizné.
Kirchoffav zakon: odstranéni j—tého fadku/sloupce L = L;
N, = det(Lj),

hodnoty v8ech subdeterminantu L; stejné.
Uplny graf G, zjednodugeni (Cayley, 1889)

Ny = n"2,
Priblizny vztah (Grimmett, 1976)

1 ( 2m >"—1 1 (2m)”k
Ne < = =—({—) -
n\n-—1 n \ ng

Prohledavani vSech koster neefektivni, exponencialni rist!
n,(10,5) < 252, n,(20,10) < 184756, n,(40,20) < 137846528820.




6. Kostry K, ny = 4
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7. Pocet koster Nj

2 -1 0 0 4 —1 -1 -1 4 -1 -1 -
-1 3 -1 0 -1 3 -1 0 -1 2 0 0
b=l o 4 3 g pk=| 4 4 3 1= 4 0o 3 -4
0o 0 -1 2 -1 0 -1 2 | -1 0 -1 2

4 -1 -1 -1 4 -1 -1 -1

-1 2 -1 0 -1 2 -1 0

=1 4 4 3 o |'B=| 1 1 3 -

-1 0 0 2 -1 0 -1 3

Kirchofflv zékon:
Ny = det(Ly) = det(Ly) = det(L3) = det(L4) = det(Ls) = 21.

1 /2.7\*
N < = (—) = 30.01.
5\ 4

Priblizny vypocet:
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Minimalni kostra grafu

8. Minimalni kostra grafu

Bez ohodnoceni grafu maji v§echny K stejnou vahu.

Predpoklad: G souvisly, neorientovany, bez zapornych hran.

Hledame K = (Hk, U, pk)

Z w(h) = min.

he Hy
Uloha neni jednoznaéna, existence vice minimalnich koster.

Prehled algoritm(:

@ Boravkav (Kruskaltv): O(||H|| log ||U]|).
@ Jarnikiv (Primav): O(||H|| log || U])).
@ Greedy strategie.

Randomizované algoritmy: linearnim cas.
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Minimalni kostra grafu Boruvkav/Kruskaltv algoritmus

9. Boruvkulv (Kruskalav) algoritmus (1/2)

Objeven prof. Otakarem Bortvkou (1899-1995) v roce 1926.
Pripojeni kazdé obce na jizni Moravé energetické sité.
Minimalizace nakladll na pfipojeni: délka vedeni, poCet stozara.

V roce 1956 znovu objeven v USA J. P. Kruskalem.

Heuristika, v kazdém okamziku hledano lokalni minimum.

Do kostry pfidavame hranu s minimalni vahou spojujici 2 podstromy.
PokraCujeme, dokud les neni stromem.

Opakované sjednocovani: UNION, 2 podstromy.

Strom: souvisly, neobsahuje kruznici.
Les: nesouvisly, neobsahuje kruznici, tvofen posdstromy.
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10. Boruvkuv (Kruskallv) algoritmus 2/2

Pfedzpracovani: setfidéni hran dle w.
Implementace vyuziva prioritni frontu.

Mohou nastat 4 situace:
@ Zzdny uzel h nelezi v jiném podstromu
Hrana vytvofi novy podstrom.

@ Jeden uzel h souéésti nékterého z podstromdi
Hranu pfipojime k podstromu.

@ Ovba uzly h v riznych podstromech
Oba podstromy spojime do jednoho.

© Oba uzly h v jednom podstromu
Pridani h vede ke kruznici, zahodime.

Implementace mnozinovych operaci nad stromem:

@ MAKE_SET(x): vytvofeni nové mnoziny s jednim prvkem x (identifikator).
@ FIND_SET(x): vraci identifikator mnoziny obsahujici prvek x.
@ UNION(x, y): sjednoceni podmnozin x, y do jedné podmnoziny.



Boruvkav/Kruskaltv algoritmus

Minimalni kostra grafu

11. Uké&zka Boruvkova algoritmu

13/36
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Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
12. Ukazka operace UNION(x, y)

’#‘ h ‘w(h)‘ Disjunktni podmnoziny ‘
o - | - {1} {2} {3} {4} {5} {6+ | {7} |{8}|{9}
11(7,8)| 1 {1} {2} {3} {4} {5} {6} |{7.8} {9}
2|(1,2)| 2 {1,2} {3} {4} {5} {6} |{7.8} {9}
3|(4,5)| 2 {1,2} {3} {4,5} {6} [{7.8} {9}
4((6,7)| 3 {1,2} {3} {4,5} {6,7,8} {9}
5/(8,9)| 3 {1,2} {3,9} {4,5} {6,7,8}
6/(5,8)| 3 1,2} (3,9} {6,7,8,4,5}
7|(3,6)| 4 {1,2} {6,7,8,4,5,3,9}
8/(1,3)| 4 |{6,7,8,4,53,9,1,2}
Minimalni kostra G:
K = {6,7, 8.4, 5,3,9,1,2}, W(K) = 22.
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Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
13. Pseudokdd B/K algoritmu

Na vstupu graf G = (H, U, p), ohodnoceni w(h).

T+ 0. #Empty tree
for Yue U: #For each node
MAKE_SET (u) #Create U-F structure
sort (H,w(H)) #Sort edges by weights
for Yh=(u,v):
if FIND_SET(u) '= FIND_SET(V): #u,v in different sets
T+« h #Add edge to T
UNION(u, V) #Make union of sets containing u,v

Pseudokéd jednoduchy, implementace obtizné&jsi.

Klicové faktory:

@ efektivita nalezeni hrany h(u, v) v podstromu: FIND_SET(u),
@ efektivni implementace sjednoceni u, v: UNION(u, v).

Bud umime rychleji hledat nebo rychleji spojovat.
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Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
14. Varianty UNION-FIND

UNION-FIND = UNION + FIND_SET (viz dale).
Datova struktura UNION-FIND:
@ Spojovy seznam (Array-based)
FIND_SET O(1), UNION O(logs(n)).

@ Strom (Tree-based)
FIND_SET O(logs(n)), UNION O(1).
NejrychlejSi znama implementace.

V praxi preferovana varianta 2.
Témér vSechny implementace Tree-based.

2 heuristiky:
Weighted Union: pfipojovani mensiho za vétsi (AB, TB).
Path Compression: zkracovani vysky tromu (TB).
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15. UNION-FIND, AB

Linked list uchovava identifikator, prvni prvek.

UF: linked list, identificators UF: sizes

4 4 5
UF: 1D array, index

T e

1 2 3 4

Q>



Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
16. UNION-FIND, AB, popis operaci

MAKE_SET(u):
Vytvoreni datové reprezenentace: spojovy seznam/pole s délkou 1(+identif.), index.
Setfidéni, celkové O(mlog, n).

FIND_SET (u).
Velmi efektivni diky indexaénimu poli, O(1).
Celkové O(2m).

UNION(u,v):

Zjisténi délky u, v.

Za delSi pripojime kratsi: Weighted Union.
Zmeéna identifikator( pro kratSi seznam.
DelSi seznam neménén.

Slozitost O(log, n), celkové O(nlog, n).

Celkové: mlog, n+2m+ nlog, n.
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Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
17. Ukazka UNION(4,6)

UF: linked list, identificators UF: sizes

1 T — 2 2
] :
o :

UF: 1D array, index

T[> el

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Jlull =2, |lv|]| =8: v+ u.

if len(u)<len(v):

for i in u: #Process all elements in shorter arra
index[i] = v #Change index to all x elements
size[v] = size[v] + size[u] #Change size
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18. Union-Find, TB

Union(4,6) Union(3,6) Union(1,6)
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Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
19. Union-Find, TB, datové struktury

Kazda podmnozina kofenovym stromem:
Jeji prvky odkazuji na otce (parent) = kofen.
Aneb pro kazdy prvek stromu ukladan parent, ktery je identifikatorem.

Hodnost stromu h (rank):
h = log, ns,

odhad vysky stromu, ns poCet uzlu ve stromu, netfeba znat presné.

Path compression:
Zkracovani cesty (stromu) = snizovani vysky.
Heuristika, dvojpriichodovd, rekurzivni implementace.

Postup PC:

1. prGchod: nalezeni kofene stromu.

2. prachod: kazdému prvek na cesté ke kofenu upraven odkaz na rodice.
Tyto prvky pfipojeny na kofen stromu.
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Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
20. Path compression (4)

1. Od (4) rekurzivné vzhUru, kofen (6).
2. Prepojeni vSech uzli cesty <4,7,6> ke kofeni.
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Minimalni kostra grafu Boruvkav/Kruskaltv algoritmus

21. Implementace PC

Soucast operace FIND _SET.
Velmi jednoducha implementace, rekurze.
Volana pti operaci UNION: proto nazyvana UNION-FIND.

Primy chod: dokud existuje pfedhidce, pokracuj do korene.
Zpétny chod: update pfedchudcl od kofene.

def find(u, p):

if plul !'= u: #Node is not root
plu]l = find(plul, p) #Find its predecessor
return plul #Return root

Casova sloZitost O(log, n).
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22. Union-Find, TB, popis operaci

MAKE_SET(u):

Vytvoreni datové reprezenentace: stromy tvorené jednim prvkem.
plu] = u, ru] = 0.

Setfidéni, celkové O(mlog n)

FIND_SET (u).

Path Compression, snizujeme vy$ku stromu, O(log, n).
Volana pfi UNIONu.

Celkové O(2mlog, n).

UNION(u,v):

Vyvazovani stromu pii sjednoceni.

Koren “mensiho” stromu pfipojen na kofen “vétsiho” dle r: Weighted Union.
Pokud jsou stejné, vybereme libovolny z nich.

Slozitost O(1), celkové O(n).

Celkové: mlog n+ 2mlog, m+ n.



Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
23. Operace UNION(u, v)

Pro kazdy uzel u nutno uchovavat 2 informace:

@ parent (rodic) p[u], inicializace p[u] = u,

@ hodnost (rank) podstromu r[u], inicializace r[u] = 0.
Pro p, r pouzity seznamy.

P¥ipojujeme -li mensi podstrom k vét$imu, rank vétS§iho se neméni,
r = max(r[ul], r[v]).
Rank updatovan, pokud r[u] = r[v],
r=rful+1=r[v]+1.
Postup:

@ Nalezeni kofenti Ry, R, stromi obsahujicich u, v + komprese obou cest.
@ Pokud u, v jiném podstomu, porovname hodnosti.

a) Jestlize r[u] > r[v], pfipojime v k u: p[Rv] = R..

b) Jestlize r[v] > r[u], pfipojime u za v: p[R.] = R..

c) Pfi shodé r[u] = r[v]: p[Rv] = Ru (napt.).

Update ranku r[u] = r[u] + 1.
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24. Union(u, v), update ranku, ukazka

(7) =2 r(5)=3 r(5) = max(r(7), r(5)) = 3

rS)=r5)+1=r(7)+1=3

vtz @) © @




Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
25. Implementace UNION(u, v)

Tree-based varianta.
Kombinace UNION + FIND.

Pfi hledani uzlu provadéna komprese.

def union(u, v, p, r):
root_u = find(u, p)

#Find root

for u + compress
for v + compress

#u, v in different subtrees

root_v = find(v, p) #Find root
if root_u !'= root_v:

if rlroot_ul > rlroot_v]: #u subtree

plroot_v] = root_u #Connect v

elif rl[root_v] > r[root_ul: #v subtree

plroot_ul = root_v #Connect u

elif u!= v: #u, v have

plroot_u]l = root_v #Connect u

rlroot_v] = r[root_v]+1 #Increment
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Boruvkav/Kruskaltv algoritmus
25. Datova reprezentace grafu

Kombinovana reprezentace: seznam vrcholll V a hran E.

Reprezentace vrcholl:
Seznam vrcholld V v G.
V= [vl, v2, ...,vk]
Reprentace hran:
Hrana: usporadana trojice - pocatecni uzel u, koncovy uzel v, ohodnoceni w.
Hrany: spojova reprezentace, seznam hran E.

E=1[
[ul, vi, wi],
[u2, v2, w2],
[uk, vk, wk],

1

Hrany Ize snadno setfidit dle w.

Dfive pouzivané reprezentace umoznuji snadnou konverzi na smiSenou.
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Minimalni kostra grafu

26. Ukazka reprezentace grafu

Reprezentace uzll:

v=1_I[1 2, 3, 4, 5, 6

Reprezentace hran:

E=[[1, 2, 81, [1, 3,
2, 4, 21, [2, 7,
(4, 9, 3], [4, 2,
(6, 3, 31, [6, 5,
(7, 6, 8], [8, 9,
(9, 4, 31, [9, 6,
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7, 8, 9]

4], [1, 5, 21, [2,
6], [3, 1, 41, [3,
2], [5, 1, 21, [5,
51, [6, 7, 51, [7,
1], [8, 2, 71, [8,
1011

Grafové algoritmy III.

3D 0 BN o

71,
51,
51,
31,
71,

~N N OO

Boruvkav/Kruskaltv algoritmus

81,
31,
71,
61,
31,

0 WO N W

5],
4],
107,
4],
1],

29/36



Minimalni kostra grafu Boruvkav/Kruskaltv algoritmus

27. Implementace Boruvkova-Kruskalova algoritmu

def mstk(V, E):
T=[]
wt =0

p = [inf] * (len(V) + 1)

r
for v in V:
make_set(v, p, r)

ES = sorted(E, key=lambda it:it[2])

for e in ES:
u, Vv, w = e

if (find(u, p) !'= find(v, p)):

[inf] * (len(E) + 1)

union(u, v, p, r)
T.append([u, v, w])

wt = wt + w
return wt, T
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#Empty tree

#Sum of weights of T
#List of predeccessors
#Rank of the mnode
#Make set

#Sort edges by w

#Process all edges

#Take an edge

#u, v in different trees?
#Create union

#Add edge to tree
#Compute weight of T
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28. Vysledky, ukazka

wt, T = mst(V,E)

print (T)

>> [[8, 9, 11, [1, 5, 21, [2, 4, 2], [3, 6, 3], [4, 9, 3],
[7, 8, 31, [1, 3, 41, [3, 7, 4]1]

print (wt)

>> 22
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27. Jarnikav (Primuv algoritmus)

Objeven prof. Vojtéchem Jarnikem (1897-1970) v roce 1930.
Prof. Jarnik plsobil v letech 1921-23 na PfF UK.
Znovu objeven: 1957, R. C. Prime, 1959 E. W. Dijkstra.

Boravkiv algoritmus pracuje soucasné s vice podstromy, které sjednocuije.
Jarnikuv algoritmus pracuje pouze s jednim podstromem, ktery rozSifuje.

Vyuziva Greedy strategii.

Velmi podobny Dijkstra, liSi se zpusobem relaxace.

K aktualnimu uzlu u hledame v minimalizujici d[v] = w(u, v).
Vrcholy mozno znacCkovat.

Implementacné jednodussi nez Borlvkiv/Kruskal(v.
Klicovy prvkem rychlost hledani v prioritni fronté Q.
Pti implementaci Q haldou O(n), pomalé, nutno znackovat O(1).



28. Popis Jarnikova/Primova algoritmu

Uzly, které nejsou v podstromu, uloZeny v prioritni fronté Q setfidéné dle d[v].
Pokud nelze v Q hledat O(n), nutno znackovat O(1).
Pfi inicializaci véem u € U nastaveny d[u] = oc.

Lze zacit od libovolného uzlu.
Jeden oznacen jako root r, d[r] = 0, zpravidla r = 0.

Dokud Q@ neni prazdna vyjmeme uzel (d[u], u).
Pro kazdé dosud nenavstivené v incidujici s u relaxace

d[v] > wlu][v] — d[v] = w[u][v], p[v] = u.

Hodnota d[v] neobsahuje celkovou délku cesty s — u (Dijkstra).
Reprentuje vzdalenost od kostry d[v] = w(u, v).

Pro uzel v ulozime pfedchudce p[v].
Nasledné pridame (d[v], v) do Q:
Rekonstrukce kostry: nalezneme p[u] pro v8echna u € U.
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Minimalni kostra grafu Jarnikav/Primav algoritmus

29. Ukazka Jarnikova/Primova algoritmu
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30. Implementace Jarnikova/Primova algoritmu

Reprezentace G spojovym seznamem.

def mstj(G, r):

s = [°’N’] * (len(G) + 1) #No vertex is in mst
d = [float(’Inf’)] #* (len(G) + 1) #Set infinite distances
p = [-1]1 * (len(G) + 1) #No predecessors
Q = queue.PriorityQueue() #Priority queue
d[r] = 0 #Root d[r] = 0
Q.put((0, r)) #Add start vertex
while not Q.empty():
du, u = Q.get() #Pop first element
s[ul = ’°C? #Node belongs to mst, close
for v, dv in G[u].items():
if s[v] == ’N’: #Relaxation, v not in mst
if d[v] > dv: #We found a better node
d[v] = dv #Update distance from mst
plvl =u #Update predecessor
Q.put((dlv], v)) #Add to Q
Ukéazka:
mstj(G,1)

>> [-1, 4,1, 9, 1, 3, 3, 7, 8]
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31. Vysledky, ukazka
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