Konstrukce globu na platonskych télesech, navod na cviceni

Tomas Bayer, Prirodovédeckd fakulta UK

1 Uvod

Pii konstrukei polyedrickych globii na platonskych télesech vychazime z predpokladu, ze rovina definovana
stranou platonského télesa a stiedem sféry télesu vepsané/vepsané feze tuto sféru v hlavni kruznici,
ortodromé. Obrazem ortodromy v gnomonické projekci je polopiimka. Hranice plosek platonskych téles
v gnomonické projekci tedy budou opét tsecky. Celou sféru lze tedy po Castech znazornit na povrch
platonského télesa bez prekrytu ¢i spar.

Cely postup tvorby polyedrického globu je tvofen nékolika kroky. Nejprve jsou uréeny zemépisné souiad-
platonského télesa, jehoz zemépisné souradnice je nutno urcit, umistime kartograficky pél K. V plosce
vygenerujeme sit’ polednikl a rovnobézek vztazenych k polu K. Nacteme soubor s navzorkovanymi body
kontinentu. Body na sféfe, které by se zobrazily na piislusné plosce platonského télesa, budou pretrans-
formovany vzhledem k jejimu centru, tj. ke kartografickému pélu K, a néasledné zobrazeny v gnomonické
projekci. Nakonec kresbu ofizneme dle spojnic vrcholu n-thelniku (platonské plosky). Postup opakujeme
pro vSechny plosky platonského télesa.

2 Platonska télesa

Platonska télesa (viz Obr. 1) predstavuji takova télesa, jejichz strany jsou tvoreny stejnymi pravidelnymi
n-thelniky. Existuje 5 platonskych téles: ¢tyfstén, krychle (Sestistén), osmistén, dvanactistén, a dvacetis-
tén. Kazdému platonskému télesu lze opsat i vepsat sféru. Na cvi¢enich budeme z duvodu jednoduchosti
gléby konstruovat na ¢tyfsténu, Sestisténu a osmisténu; vyklad se soustiedi na tato t¥i platonska télesa.

2.1 Pravidelny étyistén

Stény pravidelného étyfsténu (viz Obr. 2) tvoif rovnostranné trojihelniky. Vysku stény v, pravidelného
¢tytsténu s délkou hrany a lze urcit napt. z A(A, E, D) Pythagorovou vétou

vs = |ED|=1/a? — (5)2 = \gga.

Vysky vsech stén jsou stejné. Protoze ED je téznice A(A, B, D), pak |[LE| = |ED| /3. Télesovou vysku
vy lze urcit z A(C, E, L) pomoci

3 2 2
v =|CL| = \/ICEP — |LEP = /70> - & = \/;a.

Polomeér sféry vepsané do Ctyisténu je

a

r=|FO| = |LE| = Y .



Obrazek 1: Platonskd télesa: étyrstén, krychle (Sestistén), osmistén, dvacetistén, dvandctistén.

Uhel mezi tseckami CL a C'E piedstavuje hledanou zemépisnou §ftku u bodu C (vrcholu)

, ILE| |ED| 1
SINuU = = = —.

|CE|  3|ED| 3

Body A, B, C lezi na jizni polokouli, proto zemépisna sitka u; = —u = 19.4712° je tedy zdpornd. Pokud
zékladni polednik vedeme bodem A, zemépisné souradnice vrcholu étyisténu A, B, C, D jsou

A=[u;,0°, B=[u;120°, C =[u;,240°], D =[90°,].

ug = u, pro podstavu up = —90°. Zemépisné soutadnice kartografickych pélu K, L, M, N jsou

K =[u,60°], L=[u,180°], M = [u,300°], N =/[-90°,.

2.2 Krychle

Stény krychle (viz Obr. 3) s délkou hrany a tvoii ¢tverce. Sténova dhlopficka AC' ma délku

vs = AC = Va2 + a? = aV2.

Z A(A,C,G) urcime télesovou thlopiicku

vy = |AG| = /u2 + a% = V3a.



Obrazek 2: Geometrie étyrsténu.

Polomeér sféry vepsané do krychle je r = a/2. Uhel mezi tseckami AG a AC predstavuje hledanou zemé-

pisnou §iftku v bodu G (vrcholu)

a 1
tanuy = — = —.

us /2

Vrcholy A — D lezi na jizni polokouli, u; = —u = —35.2644°, vrcholy F — H na severni polokouli. Zékladn{
polednik zvolime tak, aby prochézel bodem A. Soufadnice vrcholu A — D étyfsténu jsou

A =[u;,0°], B=[u;,90°], C =][u;,180°], D = [uj,270°],
soufadnice vrcholu E — H jsou symetricky sdruzené vzhledem k rovniku
E =1[u,0°], F=1[u90°, G=][u,180°], H = [u,270°].
Kartografické pély K, L, M, N, S, J jsou voleny ve stfedech stén krychle (plosek)
K =[0,45°], L=1[0,135°], M =1[0,225°], N =[0°,315°, S =[90,], J=[-90°].

2.3 Pravidelny osmistén

Vysku stény v, pravidelného osmisténu (viz Obr. 4) s délkou hrany a lze uréit napi. z A(F, G, C) Pytha-
gorovou vétou



a\?2 V3
— |BG| = \Ja* - (5) = 5a.
vs = |EG]| a 5 5 @
Télesova uhlopiicka je ihlopiickou ¢tverce se stranou a
= |AC| = V2a.

Protoze EG je téznice A(E, B,C), pak |[IG| = |EG| /3. Polomér sféry vepsané do osmisténu je

a? 1
\/|OG| |IG “Z —2

Uhel mezi dseckami OI a OG predstavuje hledanou zemépisnou §itka u bodu I (vrcholu)

IG|  V3/6a /3

OG|  a/2 3

sinu =

kde u = 35.2644°. Vrcholy A — D osmisténu lezi na rovniku, vrcholy E, F' tvoii severni a jizni pdl

A=1[0°0°, B=[0°90°], C=[0°180°], D =[0°270°], E=[90°], F =][-90° .

polokouli
I =[u,45], J=1[u,135°], K =[u,225°], L = [u,315°],



F

Obrazek 4: Geometrie osmisténu.

pély M, N, O, P jsou symetricky sdruzené na jizni polokouli

M =[~u,45], N =[-u,135°], O =|[-u,225°], P =[—u,315°.

2.4 Pravidelny dvanactistén

Vypocet parametra pravidelného dvanactisténu, jehoz hrany tvoif pravidelné pétiihelniky s délkou hrany
a, je obtiznéjsi nez v predchozich piipadech. S ohledem na soucet ihlu S = (n — 2)7 v pravidelném n
thelniku pro tthel mezi dvéma stranami pétithelniku plati w = %W = 108°. Délku sténové thlopiicky us

v rovnoramenném trojihelniku CDFE uréime z kosinové véty

1 5
u? = 2a% — 2a% cosw = 2a*(1 — cosw), = us = a\/2(1 — cosw) = a +2\[,

kde cos108° = —ﬁ, viz Obr. 5. Polomér ry = |AS| kruznice opsané pétithelniku uré¢ime opét z

rovnoramenného trojihelniku, w’ = 72°, za pomoci kosinové véty

a a
a® =2r2 —2r2 cosw’ = 2r2(1 — cosw'), = rs = 30— coner) =10 10(5 + V5),
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Obrdzek 5: Vypocet délky sténové uhlopricky us, poloméru rs kruZnice opsané a poloméru ps kruinice
vepsané pétithelniku.

kde cos72° =

Polomér ps = kruznice vepsané pétithelniku uré¢ime z Pythagorovy véty

2 2 2
2,2 0 _ @ L@, e[ 2VE
Ps=T —10(5+\/5) TP =5 e

Vzdélenost e vrcholu D pravidelného pétithelniku od thlopiicky C'E s délkou us vypocteme opét Pytha-

2
eQZaQ—%—a——(l—i—\f \/10—2\[

V dalsim kroku uréime tihel 8 mezi ploskami dvanactisténu, budeme pracovat se dvéma sousednimi plos-
kami, tj. dolni podstavou ABCDE a CDLKJ , viz Obr. 6. Trojuhelnik BJC posuneme ve sméru C'D
o hodnotu a tak, aby body C' a D splynuly; vznikne ¢tyiboky jehlan EByJ;LD. Vysku v = |JoD| v
trojuhelniku DJ; L uréime z Pythagorovy véty. Protoze

1+5 V5 —1
a — a

1
1+V5"

gorovou vétou

Ug — == 9 a = ) )
pak
—a)? 6 —2v/5 5+5
a2:v2+(u34a) :v2+a216\[%v:a —|—8\f’
kde cos18° = 5+T3/5. Hledany 1hel By DJy oznaé¢me «, uréime ho z tohoto pravotuhlého
2(1 5 2
sin & U _ V2ULHVE) ~ 56.5825°, = a = 116.5651°.

2 20 2545 V10-2V5

Pro dalél' odvozem’ pfedpoklédejme ze dvanéctistén ereme rovinou OAF viz Obr 7. Sféra vepsand dva-

dotykovym bodem U. Pro tihel 5 plati
B =180° — a,

zemépisnou §itku bodu U uréime jako
Ue = 90° — = a —90° =~ 26.5651°.

Bod K1 = U je tedy kartografickym pdlem pouzitym pro zobrazeni této stény, stejnou zemépisnou sitku
maji i sttedy zbyvajicich plosek K9 — K5 nad rovinou z = 0 (severni polokoule). Diky stfedové symetrii
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Obrazek 6: C’tyr‘bokgj jehlan A1 F1FoAsEq a trojuhelnik FoAsEq.

vrcholi dvandctisténu vzhledem k bodu 0 plati pro stfedy plosek K¢ — K¢ na jizni polokouli u; = —uq.
Rovina zakladniho poledniku bude totozné s rovinou fezu AF0, zemépisna délka bodu Ki je v = 36°,
zemépisné délky ostatnich kartografickych péli maji odlehlost 72°. Pro kartografické pély K1 — K5 tedy
plati

K1 = [ua,0°], Kj=[ua,72°], Ks3=[ua,144°], K4=[us,216°], K5 = [ua,288°],

pro kartografické poly Kg — Kig
K¢ = [—uq,36°], K7=[-uq,108°], Kg=[—uq,180°], Ky = [-uq,252°], Kip=[—uq,324°,

zbylé dva kartografické poly Ki1, K12 se nachdzeji v severnim a jiznim pélu.

Polomeér sféry vepsané dvanéctisténu oznac¢me jako p = |0U|. Z pravoihlého trojihelniku OUV vyplyva,
ze
tang . —p= tang
5 PR P = Ps 5

Protoze

2 o _,a  [6-2V5

Q@
sin — = ——, cos — = 4/1 —sin =4 —F,
2 10 — 25 2 2 10 — 25

cos & a
2 /
= = —1/10(25 + 11v5).
p pssin% 20 ( \f)

Sféra opsand dvanactisténu bude prochazet body ACKSPF ftezu, jeji polomér oznacime jako r = |0F)|,
urc¢ime ho z pravouhlého trojihelniku OU F'

plati

. W%wzwa.

Uhel ~ spocCteme ze vztahu

ro _ 20y 106+ V5) 37.3774°

p 10(25 + 11/5)



Obrazek 7: Rez dvandctisténem rovinou 0AF odpovidajici roviné zdkladniho poledniku se zndzornénim
uréovanych parametri.

jeho doplnék u, = 90° — v ~ 52.6226°. Predstavuje zemépisnou §itku vrcholi P — T dvandctisténu,
vzhledem k symetrii pro vrcholy A — E plati u; = —u,, ve sméru zemépisné délky v je jejich odlehlost
72". Pro vrcholy A — E plati

A =[-u,,0°], B=[-u,,72°], C=][-u,,144°], D =[-u,,216°], E = |—u,,288°],
pro vrcholy P — T pak
P =u,,36°], @ =[uy,108°], R=u,,180°], S =[uy,252°], T = [uy,324°].
Uhel § uréime z rovnoramenného trojuihelniku OF A s vyuzitim kosinové véty

2r? — g2 54 3vV5
a? =2r2 — 2r2cosd, — cosd = r 2a _ ot V5 ~ 41.8103".
2r 3(3+5)
Hodnota us = 90 — v — 6 = 10.8123° piedstavuje zemépisnou §itku vrcholu G, I, K, M, O dvanictisténu,
pro zbyvajicich 5 vrcholu F, H,J,L, N plati u; = —us, jejich odlehlost ve sméru v je 72°. Soufadnice
vrcholu G, I, K, M, O uréime jako

G = [us,36°], I=[us108°], K = [us 180°], M = [us, 252°], O = [us,324°],
soufadnice vrcholu F, H, J, L, N jako
F=[-us,0°, H=][-us72°, J=][—us,144°], L =[-us216°], N = [—us,?288°.

7 Obr. 7 je patrné, ze plati g 4+ 2y 4+ J = 180°.

3 Gnomonicka projekce

Gnomonicka projekce (viz Obr. 8) pati{ mezi azimutélni zobrazeni. Stiedem promitani je stred sféry C,
promitame na rovinu te¢nou ke sféfe v kartografickém pélu K. V normélni poloze K = S, kde S je severni
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Obrdzek 8: Gnomonickd projekce, normding poloha.

pél. Obraz P’ bodu P lezi na rovnobézkové kruzmici k(S,p) s poloméren p = |SP'|. Z A(S,C, P’) je
patrné, ze zobrazovaci rovnice gnomonické projekce v polarnim tvaru lze zapsat

(p,e) = (rtan(90° — u),v),

kde r pfredstavuje polomér sféry a wu,v jsou zemépisné souradnice bodu. V obecné poloze vztazené ke
kartografickému pélu K = [u, vi] maji tvar

(IO7 8) = (T tan(90° - é)? d) )
kde $, d jsou kartografické soufadnice bodu. Zobrazovaci rovnice gnomonické projekce v pravouhlém tvaru
jsou
(z,y) = (pcosd, psind) = (rtan(90° — §) cosd, r tan(90° — 3) sind) .
Gnomonicka projekce ma specidlni vlastnost: obrazem ortodromy (hlavni kruznice) je polopiimka vychéze-
jici z pélu. Protoze poledniky tvoii ortodromy, jejich obrazy jsou polopiimky vychazejici z polu, obrazy rov-

nobézek jsou kruznice. Ze zobrazovacich rovnic je patrné, ze obrazem poledniku p(u,v = vg),u € (0,7/2),
kde € = vg = const a o = f(u), je tedy polopiimka s po¢atkem v obrazu pélu. Protoze

lim tan(90° — u) = +oo,
u—+£0

gnomonickd projekce je schopna zobrazit pouze ¢ast sféry, a to hemisféru bez rovniku.
Plosné zkresleni v gnomonické projekei uréime ze vztahu

Oy Ox Oy Ox

p=939d " 9405 _q

r2 cos §
72 sin(90° — 5) . , sin(90° — 3)
— in2d + S T8 o2 ) — 1
r2 cos § (cos3(90° —3) ° * cos3(90° — 3) o8 ) ’
1

-
cos3(90° —3)



| K [ [90%,] | [0°,45 | [0°,135° | [0°,2257 | [0°,315°] | [-90°,] |
u | 30° —70° —70° —70° —70° —-90°
u | 90° 70° 70° 70° 70° —-30°
v | —180° | —100° 10° 100° 190° —180°
o | 180° | 100° 200° 290° 380° 180°

Tabulka 1: Volba w,w a v,V pro Sestistén.

kde
@ e cosd
95 cos2(90° — 3) ’
0
6—2 = —rtan(90° — §)sind,
@ - sind
95 cos2(90° — 3) ’
ox o .
3= rtan(90° — 3) cosd,

za § dosadime libovolny vrchol plosky platonského télesa (ve vSech vrcholech by mélo byt plosné zkresleni
stejné). Cim presnéjsi aproximaci sféry pouzijeme, tim mensi jsou hodnoty zkresleni na okrajich mapy.

Rovina prochézejici sttedem sféry a hranou platonského télesa feze sféru v hlavni kruznici. Obraz ¢asti
hlavni kruznice mezi dvéma body hrany platonského télesa je v gnomonické projekci tseckou. Plosky
platonskych téles jsou ohrani¢eny tseckami jak v origindle, tak i v obraze (tj. v gnomonické projekci).
Této vlastnosti se hojné vyuziva pii konstrukci polyedrickych globui, mezi ploskami tak nevznikaji prekryty
ani spary.

4 Konstrukce polyedrického globu

Polyedricky glébus bude definovan méfitkovym cislem M. Polomér sféry vepsané platonskému télesu je

R
r=—,
M
kde R je polomér ndhradni sféry pro aproximaci Zemé (napf. R = 6378000 m). Hodnotu r nasledné
pouzijeme v zobrazovacich rovnicich gnomonické projekce.

Postup praci bude tvoren nize uvedenymi kroky. Nejprve pro kazdou plosku spocteme obrazy prislusnych
vrcholit mnohosténu. Geografickou sit’ poledniku a rovnobézek nad ploskou v gnomonické projekei navzor-
kujeme s vhodnymi kroky. Nésledné z externiho souboru na¢teme lomové body jednotlivych kontinentu.
polohy zobrazeni. Spojenim obrazii vrcholt plogky vytvoifime ofezové linie, podle kterych ofizneme geo-
grafickou sit’ a polohopis. Nakonec z jednotlivych plosek mnohosténu v grafickém editoru sestavime plast’
glébu.

4.1 Konstrukce geografické sité

Obrazem polednika v gnomonické projekci jsou polopiimky vychézejici z kartografického pélu, obrazem
rovnobézek kruznice o poloméru r. Uhel mezi obrazy poledniku zustava zachovan.

10



u=0

Obrdzek 9: Resend sférického trojihelnika, transformace do obecné polohy.

Geografickd sit’ bude generovana na intervalu (u, @) X (v, v) piislusné plosky platonského télesa. Rozestupy
mezi rovnobézkami ozna¢ime Awu, rozestupy mezi poledniky Awv. Rovnobézka bude vzorkovéna s krokem
du, polednik s krokem dv. V praxi budeme volit Au = Av = 10°, du = dv = 1°. Rozestupy mezi poledniky
a rovnobézkami by mély byt stejné pro vSechny plosky platonského télesa, kroky vzorkovani se mohou
lisit v zdvislosti na kfivosti poledniku/rovnobézek.

Poledniky vygenerujeme v cyklu jeden po druhém. Nejprve vytvoiime vektory obsahujici zemépisné sou-
fadnice u, v jednotlivych bodu poledniku. Nasledné provedeme konverzi do obecné polohy zobrazeni vzhle-
dem k pélu K = [ug, vx] plosky a zobrazime tyto body v gnomonické projekci.

M= [1; YM = [1;
for v=vmin:Dv:vmax
%Create meridian
um = umin:du:umax;
vm = ones(1l,length(um))* v;

%Convert to the oblique aspect
[sm, dm] = uvTosd(um, vm, uk, vk);

%Project meridian in gnomonic projection
[xm, ym] = gnom(R, sm, dm);

XM = [XM; xm]; YM = [YM; ym];
end

U rovnobézek postupujeme analogicky:

Xp = [1; YP = [1;
for u=umin:Du:umax

11
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Obrdzek 10: Plosky platonského télesa s orezovymi liniemi, krychle.

%Create parallel
vp = vmin:dv:vmax;
up = ones(1,length(vp))=*u;

%Convert to the oblique aspect
[sp, dp] = uvTosd(up, vp, uk, vk);

%Project parallel
[xp, yp] = gnom(R, sp, dp);

XP = [XP; xpl; YP = [YP; ypl;
end

Nésledné poledniky i rovnobézky v ploSce vykreslime:

plot (zm’, ym’, ’k’);
plot (xp’, yp’, ’k’);

Hodnoty u,w a v,v je nutné zvolit v zavislosti na rohovych bodech plosky: w,v volime o néco mensi

soufadnice nejvychodnéjsiho a nejsevernéjsiho rohového bodu plosky; v praxi postacuje posun o 5° — 10°.
Priklad volby w,w a v, v polyedricky globus na Sestisténu je uveden v Tab. 1.

4.2 Nacteni lomovych bodu kontinenti

7 textového souboru nac¢teme lomové body kontinentu, napf. pro Evropu:

12
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Obrdzek 11: RozloZeny polyedricky globus, krychle.

eu = load(’europe.txt’)
[seu, deu] = uvTosd(eu(:, 1), eu(:, 2), uk, vk);

Kazdy kontinent bude ulozen v samostatném souboru, na jednom fadku budou soutradnice w,v bodu
oddéleny mezerou (tabeldtorem).

Gnomonicka projekce nezobrazuje rovnik, p(0) — oo. Body lezici blizko rovniku maji velké hodnoty p,
mohou vést ke graficky neptirozenym artefaktiim v mapé. Proto je nutné pted znazornénim v gnomonické
projekci takovd mista lokalizovat a odstranit. Nalezneme proto vSechny body, jejichz kartografickd sitka
je mensi nez néjaka limitni hodnota §, a odebereme je ze seznamu. V praxi pouzijeme hodnotu § = 5°,

idx = find(seu < 5);
seu(idx) = [1;
deu(idx) = [1;

Zbylé lomové body zobrazime v gnomonické projekci:

[xeu, yeul = gnom(R, seu, deu);
plot(xeu, yeu, ’b’, ’LineWidth’, 3);

4.3 Transformace do obecné polohy zobrazeni

Pii transformaci bodu P = [u,v] do obecné polohy vzhledem ke kartografickému pélu K = [ug, vi] je
nutné pouzit kvadrantové korektni prevod. Z kosinové véty pro A(S, P, K),viz Obr. 9, plati
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Obrdzek 12: RozloZeny polyedricky globus, dvandctistén.

sin § = sin usin uy + cos u cos uy cos(vy — v).
Vztah pro kartografickou délku d uvedeny ve skriptech nepostacuje, funguje pouze pro prvni kvadrant.
Hodnotu d uréime nejprve ze sinové véty

. sin(vg — v
sind = cos u(iv)
cos §

nasledné z kosinové véty

sinu = sin §sin ug — cos § cos uy cos d,

sin §sinuy — sinwu

cosd = -
COs § COS U

pak

sind  sin(vg — v) cos u cos ug
tand = = o > .
cosd sin §sinuy, — sinu
Po dosazeni za § ze sinové véty lze vztah postupné upravit do tvaru

sin(vi — v) cos u cos u
tand = ( )

. . . . )
sinu sin® uy, + cos u sin uy, cos uy, cos(vy — v) — sinu

sin(vg — v) cos u cos uy

sinu(sin? uy, — 1) + cos u sin uy, cos uy, cos(vy — v)’
sin(vg — v) cos u cos u

— sin u cos? uy, + cos u sin uy, cos uy, cos(vy — v)’
sin(vg — v) cosu

cos u sin uy cos(vg — v) — sinu cos uy
Kvadrantové korektni vysledek ziskame s vyuzitim funkce atan2()
d=atan2(sin(vk-v) .*cos(u), cos(u).*sin(uk).*cos(vk-v))-sin(u).*cos(uk);
Poznamka: Uvedend orientace tihlu d (po sméru hodinovych ruc¢icek) byla pouzita ing. Josefem Kiovikem.

Pro zapadni kartografii je typickd opa¢nd orientace, kterd je prirozenéjsi (analogie kartografické délky se
zemépisnou), tedy d = —d.
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4.4 Sestaveni modelu polyedrického télesa

Po vygenerovani vrcholu plosek platonského télesa, zdkresu geografické sité a importu lomovych bodu
muzeme pristoupit k finalizaci glébu. Vygenerujeme jednotlivé plosky platonského télesa se spojnicemi
vrcholu tvoticich ofezové linie a vyexportujeme je, viz Obr. 10. Je vhodné zvolit néktery z vektorovych
formatu, které Matlab podporuje (napt. *.eps).

Soubor zkonvertujeme do shapefilu ¢i nékterého z dalsich vhodnych formata. V grafickém editoru, popft.
v GIS software, odstranime prvky vné ofezovych linii, singularity a piipadné grafické nedostatky. Plosky
platonského télesa k sobé sesadime tak, aby tvofily polyedr, viz Obr. 11—12. Néasledné maketu globu
vystiihneme, sestavime a slepime. Posuny mezi jednolivymi ploSkami polyedru a jejich natoceni vuci ose
x lze snadno spocitat.

Alternativné lze tyto kroky naskriptovat v Pythonu, popf. pouzit vhodny GIS.
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