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Statistické rozlozeni*

~ Hustota rozdéleni pravdépodobnosti (frekvencni rozdeleni)

~ Distribucni funkce

Hustota rozd éleni pravd épodobnosti Kumulativni distribu  éni funkce
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Uroven sledovaného jevu y Uroven sledovaneho jevu'y

e Zasadni vyznam ve statistice

o Je nejbézngjSim 1-rozmérnym vyjadienim 2-rozmérné uzemni diferenciace:
fxz(y) — f(y)

o Je vnéjSim vyjadienim — vysledkem — pusobeni nejruznéjSich faktoru, o téchto
podminénostech vSak prfimo nic nefika...



KORCAK, J. (1941): Pfirodni dualita statistickeho rozlozeni
Statisticky obzor, 22, 171-222, (pfedneseno v Ceske statisticke
spolecnosti 20.2. 1941).

w7/ V&b

o Statistické rozlozeni neni jen specialnim pojmem statistickym v
prirodovédeckém pojeti ukazuje totiz urcitou a obecnou pravidelnost ve
strukture vnéjSiho svéta a tim prispiva k poznani svétového radu, tedy k
objasnéni predstavy, ktera patfi k nejstarSim ve filosofickém mysleni vubec.
(str. 172)

e ,...rozlozeni krajn & nesoum érné je a to levostranné , vlastni pfedmétdm
zemépisnym, po pripadé udalostem pozorovanym s hlediska povrchu
zemskeho...” (str. 220)

.V rozlozeni krajné nesoumérném muzeme spatfovati prevahu pricin
exogennich, tedy predevsim vSeobecného vnéjSiho prostredi, v rozlozeni
soumérném pak prevahu vnitfni individualisované potence druhové.” (str. 222)

* Inspirace V. Laskou (1928) a jeho metodou uréovani Skalovych stupnic v
zemépisné-statistickém atlase CSR na zakladé charakteru frekvenéniho
rozdéleni 3



Priklady statistickych rozd éleni podle
JStrukturalnich/kvalitativnich“ a ,velikostnich” znak

Co

Rozdéleni 3141 americkych okresu

J i) Ji)
Divorce rate Mumber of divorced
J i) Fil
Nl
Income per capita Incame per square km

+ ,vnitfné* determinovana homogenita (normalni rozdéleni) elementd,
,prechodné” rozdéleni ,semikomplexut®, vnéjSimi faktory determinované
asymetrické rozlozeni komplexu... (Hampl)



Relativni vyvojova ,prom eénlivost” statistickych
rozd éleni podle strukturalnich/kvalitativnich znak u

Vyvoj rozdéleni zemi svéta podle nadéje doziti jejich obyvatel
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Zdroj dat: Gapminder.org (fada odhadd — viz Johansson 2008)



.Historie normalniho rozlozeni*

Abraham de Moivre (1738): The Doctrine of Chances.

* Uved| binomické rozdéleni (hod minci)

e Pozdéji Simpson (rozdéleni chyb astronomickych
pozorovani), Laplace, Gauss

Adolphe Quételet (1835): Sur 'homme et le développement

de ses facultés, ou essai de physique sociale. [,Clovék a
rozvoj jeho schopnosti neboli esej o socialni fyzice]
» Aplikoval ,zakon symetricky rozdélenych chyb* nejen na
biologické znaky, ale i v socialnich védach
« Koncept ,prumérného Clovéka“



JHistorie duality statistického rozlozeni“

GALTON, F. (1879) The geometric mean,
in vital and social statistics . Proc R Soc
Lond, 29, 365-367.

MCALISTER, D. (1879) The law of
geometric mean . Proc R Soc Lond, 29,
367-376.

» Poukéazali na nevhodnost aplikace ,,zakona symetrickeho rozdéleni
chyb* v pfipadech fady socialnich a ,vitalnich* statistik

* Vyznam geometrického prumeéru jakozto reprezentativni stfedni
hodnoty pro fadu téchto charakteristik

* Naznaceni rozdilu mezi aditivnimi a multiplikativnimi procesy rustu



JHistorie duality statistického rozlozeni“

e Zhruba od pfelomu 19/20. stoleti roste zajem o studium ,asymetrickych*
statistickych rozlozeni — podobné poznatky dosazeny nezavisle v riznych

disciplinach

Obvyklé ,kroky* vyzkumu krajné asymetrickych rozlozeni:

1. Empiricka dokumentace
2. Hledani teoretickych modeld (aproximace matematickymi funkcemi)

3. Pokusy o ,vysvétleni“ — popis zakladnich principu, mechanismu a
procesu, které vedou ke vzniku danych forem variability




Empiricky dolozené pravidelnosti krajn e asymetrického rozlozeni

1897 PARETO Rozdéleni pfijma mezi jednotlivci uvnitf zemi

1922  WILLIS & YULE Pocetnost biologickych druh( na uréitém uzemi

1926 LOTKA Publika¢ni aktivita védcu (v ramci discipliny)

1931 GIBRAT Velikost firem

1932 ZIPF Frekvence slov v knihach a jazycich (Estoup1916)
Velikost mést (Auerbach 1913)

1938 KORCAK Velikost jevu ,pozorovanych z hlediska povrchu

zemskeho“ (regiony podle hustoty pop., obce dle
pop. i nadmorskeé vysky, rozloha a hloubka jezer,
velikost ostrovu, fek, povodi atd.)

1944  GUTENBERG Zemétfeseni z hlediska uvolnéné energie
& RICHTER

1948 RICHARDSON Velikost ozbrojenych konfliktd

... A mnozstvi dalSich jev u kolem nas... komplexni systémy studované
v ruznych disciplinach: fyzika a astronomie, informatika , biologie a
ekologie, geologie, ekonomie a sociologie, geografi e, aplikované
technické v édy ... 9



Empiricky dolozené pravidelnosti krajin & asymetrického

rozlozeni

Viz http://lwww.youtube.com/watch?v=8hpoje38a_ U

10
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Empiricky dolozené pravidelnosti krajin & asymetrického

rozlozeni

Kroky tohoto vyzkumu:

1.

Empiricka dokumentace

2.

Hledani teoretickych modelu (aproximace matematickymi funkcemi)

3.

Pokusy o ,vysvétleni* — popis zakladnich principd, mechanismu a
procesu, které vedou ke vzniku danych forem variability

13




Ad 2) Teoretické modely pro krajn & asymetricka rozd éleni

* Vysadni postaveni lognormalni a mocninné funkce
e Souvislost, resp. podobnost obou téchto modelt za ur€itych podminek

Lognormalni rozd éleni

* Ma-li X lognormalni rozdéleni, pak log(X) ma normalni rozdéleni

Density Function: Distribution Function:

 Obdobné fundamentalni

L=1.00
vyznam jako normalni rozdéleni ‘\ / =20
: mu =0

: sigma= 10

Mochninné funkce (power law s)

y = axk — log(y) = log(a) -k*log(x)
» Méfitkové invariantni (sobépodobné, fraktalovité)

° Z|pfovo (rank_S|Ze rule) a D enzity Function: Diztribution Funchion:

Paretovo rozdéleni jsou (mezi L f EirEt_'i':,-E 2.00

jinymi) specificke pripady

" shape=1

mocninnych funkci
14



TFi popularni zp Gsoby Statistické rozdéleni obci CR a okrest USA
znazorn éni krajn é podle jejich populaéni velikosti

asymetrického rozlozeni

1. Rozlozeni hustoty e e
pravdépodobnosti —
linearni m éfritko

Fopulation., Fopulation

2. Rozlozeni hustoty
pravdepodobnosti — Fo 7o)
logaritmické m éFitko

Log population .z Lod population

3. ,Rank-size log-log*
graf (a obdobnée
kumulativni distribuéni
funkce s log-log
meéfitkem)

Log population,.,
Log population, g

Log rank.; Log rank ¢
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Kumulativni relativni

Aproximace vybranych empirickych krajn e
asymetrickych rozlozeni mocninou funkci
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Vice viz Clauset et. al (2007): Power-law distributions in empirical data. http://arxiv.org/abs/0706.1062v1
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Aproximace vybranych empirickych krajn e asymetrickych
rozlozeni mocninou funkci — socialni sit &

Rozdéleni lidi podle po ¢étu (dosavadnich) sexualnich partner

Svédsko, 2810 odpovédi
respondentu ve véku 17-74 let 1009

Pro k >20 dobra aproximace

10-1 £
mocninnou funkci: :

Cumulative distribution, P(kiqt)

10_2 3
P(k) ~ k@ :
Ufemales ~ 1.6 ~ -
10 3 3 ":
Qprafes ~ 2.1 E O Females :
males A Males
10_4 M P N R | e 3 a1l R BT
100 101 102 103

Total number of partners, Kot

Liljeros, F., Edling, C. R., Amaral, L. A. N., Stanley, H. E. & Aberg, Y. (2001): The

web of human sexual contacts. Nature 411, 907-908 17



Stabilita statistickych-rozd _éleni
komplexnich systém ipodie jejich
velikosinicha s S
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Vyvojova stabilita statistickych rozd  éleni komplexnich

systém U podle jejich velikostnich znak U

RozloZeni obci v CR podle jejich populaéni velikosti, 1869-2001
(rank—size, log—log graf)

y e + 1869
e * 1900

Pocet obyvatel (log)

Poradi obce (log)



Obvyklé kroky tohoto vyzkumu:
1. Empiricka dokumentace
2. Hledani teoretickych modellu (aproximace matematickymi funkcemi)

3. Pokusy o ,vysvétleni“ — popis zakladnich principu, mechanismu a

procesu, které vedou ke vzniku danych forem variability

J

A) Obecné statistické principy (stochasticka, resp. ,ramcova“ platnost)

B) ,Kontextualni“ procesy a faktory

F(y) = 1(A) + 1(B)

20



Ad 3) Zakladni vysv étleni — jednoduché statistické modely
vzniku asymetrickych rozlozeni

e Normalni rozd éleni (,nulovy model”) podle Centralni limitni véty - vznik&
sou étem mnoha malych nezavislych vliva

» Pokud ale maji tyto efekty multiplikativni  charakter (tj. aditivni na
logaritmickém méfitku) je vysledkem lognormalni distribuce

!

* Modely proces U ,nahodného multiplikativniho r __ Gstu*®
* Nahodné fluktuace v mirach rustu (napr. urené externimi faktory) urcitych
objektu vedou k jejich lognormalnimu rozd éleni (viz ,hromadky*)

J

e Pouze nepatrné modifikace modelu nahodného rlstu — napf. stanoveni urcité
minimalni velikosti pozorované jednotky — vedou k rozdéleni popsatelnému
mocninnou funkci

21



Ad 3) Zakladni vysv étleni — modely vzniku asymetrickych rozlozeni

Jednoduché principy vedouci k distribucim popsatelnym mocninnou funkci:

~Preferential attachment” _ (princip preferen ¢éniho napojeni) - nové objekty maji
tendenci napojovat se na jiz popularni objekty — modely geneze rozdeéleni socialnich
siti, citace védeckych ¢lankd, letiSté a pfistavy, turistické destinace, migracni toky ...)

» Self organized critically*  (nap¥F. ,kupa pisku®, perkola €ni modely) - modely pro
velikostni diferenciace pozarl, zemétfeseni, lavin, epidemii...

40" Distribution of Konsy
I, - - T T

* Modely ,Rich get richer” aneb i
.endogenni* nerovnhom érnost g
rozdéleni bohatstvi ve spoleénosti §
« Simulace transakci mezi ‘-
nahodné vybranymi dvojicemi b
jedincu
» Transakce = pfesun 1$ v ramci R T
nahodné zvoleného paru ol -
jedincu - ]

Timee {lhe nurnbr of exchanged) i
dustin Chen, justchenioabech ada 2007

Vice napf. Yakovenko, Rosser (2009): \Viz
Colloquium: Statistical Mechanics of _
Money, Wealth, and Income. Reviews of  http://lwww2.physics.umd.edu/~yakovenk/ec

Modern Physics, forthcoming onophysics/animation.html 22



Ad 3) Zakladni vysv étleni — modely vzniku asymetrickych rozlozeni

,Prostorove” analogie k Centralni limitni v__été
» Sizling et al. 2009 — krajn& asymetrické rozdé&leni po&etnosti biologickych komunit
vznika ,,odspodu” statistickym procesem postupného ,prostoroveho skladani
rozlozeni pocetnosti pro mensi plochy. Zakladnimi parametry procesu jsou
charakter prostorovych interakci a prostorové autokorelace.

Rozdéleni ,vyb érovych charakteristik®

o Centralni limitni véta — konvergence rozdéleni vybérovych praméru k normalnimu
(i kdyz je rozdéleni v zakladnim souboru asymetrické) s odhadem variance g%/N

» Kdyz regiony ~ ,nezavislé vybéry“ — konvergence k normalnimu rozdéleni se
zvysujicim se fadem sledovani s odhadem variance ¢2/N — ,,nulovy model*

« Cim silngjsi prostorova zavislost (autokorelace) v ramci zakladniho souboru, tim
vice nulovy model podhodnocuje regionalni variabilitu, tzn. tim SikméjSi dané
statistické rozdéleni regionalnich charakteristik

Rozdil mezi skute €nou regionalni variabilitou a nulovym modelem ( 02/N)
odpovida (statistickemu) vyznamu prostorove dimenze d iferenciace

Viz také Novotny, Nosek (2009): Nomothetic geography revisited: statistical distributions, 53
their underlying principles, and inequality measure s. Geografie-Sbornik CGS, v tisku



e Tésna souvislost mezi objekty, jejichz rozdéleni je popsatelné mocninnou
funkci a fraktaly (vztah exponentu a fraktalni dimenze)

MANDELBROT, B.B . (1975): Earth’s relief, shape and fractal
dimension of coastlines, and number area for islands. PNAS, 72,

No. 10, pp. 3825-3838.
MANDELBROT, B.B. (1975): Les Objets Fractals, Forme, Hasard

et Dimension. [Fraktaly : tvar, nahoda a dimenze]

FRECHETEIM. (1941): Sur la loi de répartition de
certaines giandeurs géographiques. [K zakonu
rozlozeni gpografickych veli¢in] Journal de la Societé
de Statistique de Paris, 82, 114-122.

Q = § KORCAK, J. (1938): Deux types fondamentaux de distribution
\b statistique. [Dva zakladni typy statistického rozlozeni] Bull. de
I'Institute Int'l de Statistique, vol. 3, pp. 295-299.

24



Odborné c¢lanky a knihy (dostupné na internetu), ve kterych se

objevuje reference na ,Korcak (1938)", ,Korcak’s law", .

Korcak’s

exponent"
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Odborné c¢lanky a knihy (dostupné na internetu), ve kterych se
objevuje reference na ,Korcak (1938)", . Korcak’s law", . Korcak’s

exponent* ( 1)

1. Fréchet, ML (1941): Sur la loa de répartition de certames grandeurs géograpluques. J.
de la Société de Statistique de Faris, 82,114-122.

2. Mandelbrot, B.B. (1975): Earth’s rehef, shape and fractal dunension of coastlines, and
number area for islands. PMAS, 72, 3825-3838.

3. Mandelbrot, B.B. (1975): Les Objets Fractals, Forme, Hasard et Dimension. Pans,
Flammarion. [anghcky 1977: Fractals: Form, Chance and Dunension)

4. Voss, RF., Laibowitz, R B., Allessandii, E.I (1982): Fractal (scaling) clusters m
thin gold fidms near the percolation threshold. Phys. Rev. Lett., 49, 1441-1444,

5. Goodcluld, MF., Mark, D.M (1987): The tractal nature of geograpluc phenomena.
Annals of the Association af American Geagraphers, 77, 2, 265-278

6. Mandelbrot, B.B. (1987): D¢ fraitale Geometrie der Matur. Bulkhduser Verlag, 491 p.

7. Goodcluld, M.F. (1988): Lalkes on fractal surtaces: a null hypothesis for lake-rich

landscapes. Mathematical Gealogy, 20, 6, 615-630.

Eorvin, G (1988): Fractured but not fractal: Fragmentation of the gulf of Suez

basement. Pure and Applied Geophysics, 131, 1-2, 289-305.

9. Batty, M, Longley, P.A_, (1988): The morphology of uwrban land vse. Environment
and Planning B: Plarmming and Design, 15, 4, 461-488.
10. Yadava, . D.S. (1989): Electrostatic chaang of a fractal cluster and vanablerange
hoppme m thin discontmuous metal ilms. J. Phys.: Condens. Matter [, 7245-7249.
11. Isichenko, ML.B., Kalda, J. (1990): Statistical Geometry of Multiscale Isolmes. Part 1:
Fractal Dunension of Coasthnes and Number-Area Rule for Islands. Institute for
Fusion Studies, University of Texas.

12. Lewis, R.S. (1990): Fractals in Your Futire. A Prnmer on Theory and Applications of
Fractals and Chaos. Sudbury.

13. Sugiharta, G., May, R M (1990): Apphcations of fractals m ecology. Tree, 5, 3, 79-
86.

14. L, JR., Lian, H, Sadeglu, .M, Yen, T.F. (1991): Asphalt colloidal types
differentiation bv Korcak distnbution. Fiel, 70, 1439-1444.
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Odborné c¢lanky a knihy (dostupné na internetu), ve kterych se
objevuje reference na ,Korcak (1938)", . Korcak’s law", . Korcak’s

exponent* ( 2)

g, @ (1992): Hactalmodels n he earthy sciences. Ansterdam and New 3 o1
16. Genske, D.D., Herda, W. (1992): Fractures and fractals, In: Hudson, T A. (ed.): Rack
17. Isichenko, M.B. (1992): Percolation, statistical topography, and transport n random
media. Rev. Mod., Phys., 64, 4,961-1043.
the fractal dimension of terrain from lake size distributions, In G.E. Petts and P.A.
Carling [eds. ], Lowland Floodplain Rivers: A Geamoarphological Perspective. John

21. Lavallee, D., Lovejov, S, Schertzer, D. Ladoy, P. (1993): Nonlmear varability and
landscape topography: analysis and sunulation. In: De Cola, L., Lam, N. {eds.)
Fractals in Geagraphy, PTR, Prentice Hall, 158-192.

22, McAmilty, P., Neosel, L.V., Cote. P.J. (1993): Mechamsm-dependent fractal character
of fracture surfaces m lugh strength and toughness astm A723 steels. Tecluncal Report

23. Shook, K., Gray, D., Pomeroy, J. (1993): Geometry of Patchy Snowcovers.
Fraceedings of the Eastern Snow Conference, 50, 89-98.

Extractng seasonal parameters of sea ice morphology from SAR mmagery: size
distributions of fust-yvear ice. Proceedings of the IEEE International Geoscience and



Odborné c¢lanky a knihy (dostupné na internetu), ve kterych se
objevuje reference na ,Korcak (1938)", . Korcak’s law", . Korcak’s

exponent* ( 3)

25, Mandelbrot, B.B. (1994): Statistics of natural resources and the law of Pareto. In:

27. Rodriguez-Ttwrbe, I, Vogel, G, Rigon, R. (1995): On the spatial organization of soil
maoisture helds. Geaphysical Research Letters, 22, 20, 2757-2760.

28. Chatergoon, L., Wlntmg, R., Grierson, L., Peters, T., Smmth, C. (1995): Use of size
dhstribution and viscosity to distmguash asphalt colloadal types. Fuel, 74, 2, 301-304.

29. Tannaccone, P. M, Khokha, M. I (1996): Fractal Geometry in Bidlagical Systems.

30. Borges, A, Peleg, ML (1996): Determunation of the apparent fractal dunension of the
torce-displacement curves of brittle snacks by four different algonithms. Jowrnal of
Texture Studies, 27, 243-255.

31. Pelletier, J.D. (1996): Analysis and modelng of scale-invariance m plankton
abundance. Atmaspheric and Ceearic Physics.

32 Jones, C.L. (1997): Image Analysiz of Fungal Biostructure by Fractal and Wavelet

33. Hyshp I.P., Vallejo L.E. (1997): Fractal analysis of the roughness and size distiibbution
of granular matenale. Engineering Gealogy, 48, 3, 231-244.

34. Salumm, M., Rassamdana, H ., Dabar, B. (1997): Asphalt Formation and Precipitation:
Expennmental Studies and Theoretical Modellme, SPE Jowmal, 2, 2, 157-169

analysis of size spectra m aquatic ﬁCDngI‘_I;;:HiI::F::;’;!..P’IGEGEy and Oceanagraphy, 42,1, 184-
192.

37. Nepomnyashclukh, V.A. (1998): The fractal pattern of behaviour m golefish,
Carassus auratus L. (Cyprimdae: Pisces). Journal of General Biolagy. 59, 5.



Odborné c¢lanky a knihy (dostupné na internetu), ve kterych se

objevuje reference na ,Korcak (1938)", . Korcak’s law", . Korcak’s

exponent* ( 4)

38.

390.

43.

A4,

Othmam, A., Kammsky, C. (1998): Three dimensional fractal analysis of sheet metal
surfaces. Wear, 214, 2, 147-150.

Xiao-Pmg, X, Qrong, G., Y1-Yin, L., Zhen-Yu, Y. (1999): Fractal analysis of grass
patches under grazing and flood disturbance m an alkkalme grassland. Acta Botanica
oinica, 41, 3, 307-313.

. Zhang X, Drake, N.A., Wamwright, J., Mulligan, M (1999): Comparison of slope

estunates from low resolution DEMs: scaling 1ssues and a fractal method for therwr

. Protettr, G., Faloutsos, C. (2000): Analysis of range quenes and self-spatial jom

queries on real region datasets stored usme an R-tree. [EEF Transactions on
Enowledge and Data Engineering, 12, 5, 751-762.
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Kor ¢akovo pravidlo” (Korca k's law) velikostni diferenciace ostrov U a
lezer (Mandelbrot 1975)

N(A2a) ~ a®
kdyz:  N(A2a) - relativni Cetnost objektu s rozlohou vétsi ¢i rovnou rozloze a
b - ,Kor ¢akuav exponent” (empiricky pro ostrovy 0.5 — 0.75)

- pouzivan v ekologii jako ukazatel ,skvrnitosti“ (Hastings et al. 1982)
- vztah k fraktalni dimenzi b ~ 0.5D (Madelbrot 1975)

Velikostni diferenciace Skandinavskych jezer

N(Aza) | |
(log) |

a (log) Faloutsos (2001) 32



